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Реферат 
Отчет: 184 страниц, 6 частей,  8 рисунков, 10 источников, 3 приложения. 

НАНОСТРУКТУРИРОВАННЫЕ СВЕРХПРОВОДЯЩИЕ СИСТЕМЫ, 

МНОГОСЛОЙНЫЕ ТОНКОПЛЕНОЧНЫЕ СТРУКТУРЫ,  НАНОЛИТОГРАФИЯ 

ЭКСТРЕМАЛЬНОГО УЛЬТРАФИОЛЕТОВОГО ДИАПАЗОНА  

 

В отчете представлены результаты исследований, выполненных по 6 этапу Государственного 

контракта № 02.740.11.0540 "Рентгенооптические и транспортные свойства металлических 

наноструктур"  от 22 марта 2010 в рамках федеральной целевой программы "Научные и научно-

педагогические кадры инновационной России" на 2009-2013 годы. 

 

Целью работы на 6 этапе являлось выполнение ряда технологических, экспериментальных и 

теоретических работ, направленных на: (а) теоретическое исследование ферромагнитных свойств 

металлических наноструктур, (б) теоретическое исследование гибридных структур 

сверхпроводник/ферромагнетик, (в) развитие методов создания и рентгенооптической 

диагностики структурных свойств металлических наноструктурированных систем. В частности, на 

шестом этапе были получены следующие результаты: 

1.Разработан пакет программ SIMMAG (SImulation of MicroMAGnets), который позволяет 

моделировать динамику и стационарные распределения намагниченности магнитных как одно- 

так и многослойных наночастиц различной формы, взаимодействие частиц, влияние внешнего 

магнитного поля, в том числе переменного, неоднородного и случайного (моделирующего 

тепловые флуктуации), моделирование магнито-силового изображения частицы и многие другие 

задачи. 

2.  Рассмотрена прямоугольная решётка магнито-мягких диполей, обладающих внутренней 

магнитной анизотропией, расположенная над сверхпроводящей плёнкой. Для различных 

расстояний решётки от плёнки рассмотрена модификация магнитной структуры решётки при 

изменении внешнего магнитного поля. Вычислены кривые намагничения.                                                                  

3. Для прямоугольной решётки магнито-мягких диполей, обладающих внутренней 

магнитной анизотропией, расположенной над сверхпроводящей плёнкой рассчитано 

распределение намагниченности для различных расстояний между решёткой и плёнкой и 

различных значений параметра анизотропии диполей. 
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4. Впервые в России создан и запущен в работу стенд нанолитографа-мультипликатора для 

формирования микро(нано)-структур методом проекционной ЭУФ фотолитографии на рабочей 

длине волны 13,5 нм. Получены первые литографические изображения. 

5. Разработана программа внедрения результатов НИР в образовательный процесс. 

6.Разработана технология и созданы отражательные маски, позволяющие формировать  

наноструктуры методом проекционной ЭУФ литографии с разрешением вплоть до 27 нм (при 

коэффициенте уменьшения проекционной схемы ×5). 

 

На основе полученных теоретических и экспериментальных результатов подготовлены материалы, 

раскрывающие содержание работ по решению поставленных научно-исследовательских задач, 

включая: 

 

1. Создание пакета прикладных программ по расчету распределений намагниченности в 

ферромагнитных наночастицах с учетом воздействия внешних полей. 

2. Анализ модификации магнитной структуры решётки магнитомягких наночастиц над 

сверхпроводником в присутствии внешнего магнитного поля.  

3. Расчёт энергетически выгодного распределения намагниченности в ансамбле магнитомягких 

частиц над сверхпроводником. 

4. Сборка и запуск в работу стенда нанолитографа. 

5. Разработка программы внедрения результатов НИР в образовательный процесс. 

6. Разработка и изготовление многослойных отражательных масок для нанолитографа. 

 

По результатам исследований подготовлен научно-технический отчет по 6 этапу. По  результатам 

работы опубликовано 6 статьей в отечественных и зарубежных журналах.  

 

Участником НИР Зуевым С.Ю. планируется представление кандидатской диссертации 21 сентября 

2012 года и ее защита в декабре 2012 года.   

Молодыми сотрудниками ИФМ РАН Ермолаевой О.Е. и Савиновым Д.А. планируется 

представление кандидатских диссертаций в октябре 2012 года и их защита в январе-феврале 2013 

года.  

Бывшими аспирантами и участниками НИР (зачисленными в штат ИМФ РАН в июле 2012 года 

Хаймовичем И.М. и Мироновым С.В.) планируется представление кандидатских диссертаций в 

ноябре-декабре 2012 года и их защита в марте 2013 года.  
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Введение 

 

В отчете представлены результаты исследований, выполненных на 6 этапе Государственного 

контракта № 02.740.11.0540 "Рентгенооптические и транспортные свойства металлических 

наноструктур"  от 22 марта 2010 в рамках федеральной целевой программы "Научные и научно-

педагогические кадры инновационной России" на 2009-2013 годы. 

 

Целью работы на 6 этапе являлось создание технологических и измерительных стендов,  

изготовление образцов, проведение измерений, выполнение расчетов,  построение теоретических 

моделей, а также обобщение и оценка результатов исследований. 
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1. Создание пакета прикладных программ по расчету распределений намагниченности в 

ферромагнитных наночастицах с учетом воздействия внешних полей. 

 

Вычислительный эксперимент является полезным и важным инструментом исследования 

широкого класса микромагнитных явлений. Среди них динамика и стационарные распределения 

намагниченности магнитных как одно- так и многослойных наночастиц различной формы, 

взаимодействие частиц, влияние внешнего магнитного поля, в том числе переменного, 

неоднородного и случайного (моделирующего тепловые флуктуации), моделирование магнито-

силового изображения частицы и многие другие.  При разработке программного обеспечения для 

решения таких задач важно иметь возможность легко менять конфигурацию магнитной системы, 

учитывать разные типы внешнего воздействия, что приводит к необходимости модифицировать 

программу, добавляя в нее новые функциональные возможности. 

 В лаборатории математического моделирования ИФМ РАН разработан пакет программ 

SIMMAG (SImulation of MicroMAGnets), который позволяет решать многие из перечисленных 

задач. Пакет основан на численном решении уравнения Ландау-Лившица-Гильберта (ЛЛГ), 

описывающего динамику намагниченности в частице. Эффективное магнитное поле, входящее в 

это уравнение, может включать в себя поле магнитостатического взаимодействия, поле обмена, 

поле анизотропии и внешнее магнитное поле, которое может быть как неоднородным по 

пространству и/или переменным по времени, так и тепловым. 

Пакет реализован на языке программирования С++ для операционной системы Windows. 

При разработке пакета последовательно применялся объектно-ориентированный подход, суть 

которого заключается в том, что вся программа разбивается на отдельные части – объекты. 

Поведение каждого объекта определяется своим набором функций – интерфейсом (на языке С++ 

реализуется как абстрактный базовый класс). Через эти интерфейсы объекты взаимодействуют 

друг с другом. 

Каждый интерфейс может иметь несколько реализаций. На языке С++ реализация 

интерфейса представляет собой производный класс и обеспечивает конкретное поведение данного 

объекта. Так, например, интерфейс внешнего магнитного поля включает в себя, в частности, 

функцию вычисления внешнего магнитного поля в заданных точках пространства. Конкретная 

реализация этой функции может задавать постоянное магнитное поле, или поле, создаваемое 

точечным диполем, или периодическое по времени поле и т.д. 



 10 

Каждый модуль, реализующий тот или иной интерфейс, размещается в отдельной 

динамически подключаемой библиотеке (dll) и не зависит от других модулей. После запуска 

программы пользователь имеет возможность выбрать набор модулей, необходимых для решения 

конкретной задачи. Добавление нового модуля заключается в разработке и отладке отдельного 

проекта (отдельной dll). При этом остальные части программы не изменяются и не требуют 

перекомпиляции. 

 Следует отметить, что в рамках пакета SIMMAG разработка программы для решения 

конкретной задачи сводится к проектированию и отладке сравнительно небольшого отдельного 

модуля и не затрагивает основную часть программы. Следовательно, использование пакета не 

только существенно сокращает время разработки конкретной программы, но и увеличивает ее 

надежность, поскольку позволяет многократно использовать уже готовые модули. 

 В последнее время с помощью пакета SIMMAG были решены следующие задачи. 1) 

Моделирование процесса перемагничивания внешним магнитным полем ферромагнитного диска, 

помещенного над сверхпроводником [1,2]. Проведенные расчеты показали, что в зависимости от 

расстояния между частицей и сверхпроводником основное состояние менялось незначительно. 

Однако, внешнее магнитное поле, при котором вихревое состояние намагниченности переходило в 

квазиоднородное, изменялось на 100-200 Э, что в принципе доступно экспериментальному 

наблюдению. 

2) Влияние зонда магнито-силового микроскопа (МСМ) на распределение намагниченности 

внутри частицы [3]. Численное моделирование позволило сделать вывод, что экспериментальный 

эффект асимметрии темных и светлых полюсов МСМ изображений является следствием влияния  

зонда на намагниченность частицы. 

3) Моделирование магнитных состояний в двух и трехслойных частицах, состоящих из тонких 

однодоменных слоев ферромагнетика, разделенных немагнитными прослойками [4,5]. Показано, 

что в двухслойных частицах стационарным распределением намагниченности является 

антиферромагнитное состояние, а в трехслойных частицах, по форме близких к круговому 

цилиндру, возможно неколлинеарное распределение намагниченности. Данные о распределении 

намагниченности частиц получены путем измерения их магнитосопротивления. Результаты 

численного моделирования хорошо согласуются с аналитическими оценками и 

экспериментальными данными. 

4) Проведено детальное исследование процесса перемагничивания внешним полем 

ферромагнитных наночастиц различной формы и размеров [6]. Показано, что в изотропных 

частицах нормированное поле перемагничивания зависит только от одного материального 

параметра – обменной длины. 
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Рисунок 1. Зависимость поля перемагничивания эллиптической частицы от обменной длины при 

разных размерах частицы, ( )4s s y xH M N Nπ= −  ( sM -намагниченность насыщения, ,y xN N -

размагничивающие факторы). 

 

В приложении 1 приведен краткий текст программы и примеры ее использования.       
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2. Анализ модификации магнитной структуры решётки магнитомягких наночастиц над 

сверхпроводником в присутствии внешнего магнитного поля.  

  
Эта задача фактически является обобщением рассмотрения системы из пункта 6.3 (см. ниже) на 

случай ненулевого внешнего магнитного поля H. В отличии от случая, рассмотренного в пункте 

6.3 здесь в энергии системы присутствует слагаемое, ответственное за взаимодействие магнитных 

диполей с однородным внешним магнитным полем, что приводит к соответствующей 

модификации эффективного магнитного поля в уравнениях Ландау-Лифшица, моделирующих 

нашу систему. Нами были рассчитаны ветви кривой намагниченности для различных проекций 

намагниченности системы. Приведём результат моделирования процесса намагничивания системы 

при приложении магнитного поля вдоль оси х (в плоскости сверхпроводящей плёнки) для 

параметров идентичных случаю рассмотренному выше. Точно также мы задавали начальные 

условия для решётки диполей намагниченных вдоль оси х, дожидались установившегося решения 

в отсутствии магнитного поля (результаты приведены выше), затем прикладывали 

увеличивающееся магнитное поле вдоль оси х. Результаты для зависимостей средней 

намагниченности от внешнего магнитного поля для различных проекций приведены на Рисунке 1. 

Нами вновь были рассмотрены два случая a) – нормального состояния плёнки и b) – 

сверхпроводящего состояния плёнки (при температуре ниже критической температуры Tc 

перехода плёнки в сверхпроводящее состояние. Отметим следующие особенности кривых 

намагниченности. За счёт различных состояний при нулевом магнитном поле в случае 

нормального или сверхпроводящего состояния плёнки наблюдается существенная разница в 

абсолютных значениях z-компоненты намагниченности системы в указанных случаях при 

внешних полях меньше порядка намагниченности насыщения отдельной наночастицы. Для случая 

сверхпроводящего состояния плёнки вертикальная компонента намагниченности обращается в 

ноль при полях заметно (на 20 – 30 %) превышающих соответствующее поле для случая 

нормального состояния плёнки. Стоит указать, что при плавном понижении температуры ниже 

критической следует ожидать неких переходных типов для кривых намагниченности в силу 

неполной экранировки магнитного поля сверхпроводящей плёнкой, по крайней мере, пока 

лондоновская глубина экранировки магнитного поля, зависящая от температуры (и расходящаяся 

при T→Tc) не станет меньше толщины плёнки и характерных геометрических размеров задачи, в 

частности, расстояния между магнитными наночастицами. 
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a) 

 

b) 

 
Рисунок 2. Зависимость компонент средней намагниченности решётки магнитомягких 

диполей над сверхпроводящей плёнкой, находящейся в нормальном (синий цвет) или 

сверхпроводящем состоянии (красный цвет): a) – компонента <Mz>, b) – компонента 

<Mz>/ 

Параметры: Решётка состоит из 10х10 частиц с расстоянием между частицами 25 нм, 

каждая частица – диполь, моделирующий однородно намагниченную частицу в форме 

диска с радиусом 10 нм, толщиной 2 нм и намагниченностью насыщения 1кГс. Частицы 

лежат на сверхпроводящей плёнке, толщина изолирующей прослойки считается 

пренебрежимо малой. Параметр анизотропии частицы (лёгкая ось) Kа=106 эрг/см3. 

Начальное условие: решётка однородно намагничена вдоль оси х. При H=0 происходит 

релаксация системы из начального к энергетически выгодному состоянию. 
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3. Расчёт энергетически выгодного распределения намагниченности в ансамбле 

магнитомягких частиц над сверхпроводником. 

 

На данном этапе на основе результатов численного расчёта, моделирующих поведение решётки 

магнитомягких диполей на основе уравнений Ландау-Лифшица, исследовано установившееся 

распределение намагниченности указанной решётки, расположенной над сверхпроводящей 

плёнкой. Сверхпроводящая плёнка в силу эффекта Мейсснера (условию для магнитной индукции 

Bz=0 на границе сверхпроводящей плёнки) аналогична магнитному экрану, создающему решётку 

диполей с зеркальным относительно реальной решётки распределением намагниченности ( 

Mz’(i,j)=-Mz(i,j), Mx’(i,j)=Mx(i,j), My’(i,j)=My(i,j) ). Здесь нештрихованные компоненты 

намагниченности относятся к элементам реальной решётки, штрихованные – к элементам 

«зеркальной» решётки. Координаты диполей задаются индексами (i,j). Появление такой 

«зеркальной» решётки приводит к дополнительному вкладу в энергию магнитной системы, 

которое может в простейшей модели быть описано магнитодипольным взаимодействием реальной 

магнитной решётки с «зеркальной» решётки. Подобное взаимодействие, как может быть показано 

в простейшем случае одного диполя над сверхпроводником, аналогично появлению 

дополнительного вклада в энергию анизотропии типа «легкая плоскость». Учитывая 

магнитодипольное взаимодействие между диполями магнитной решётки, энергию связанную с 

внутренней анизотропией каждого диполя (на том основании, что диполь моделирует реальную 

однодоменную наночастицу с присущей ей магнитной анизотропией) и магнитодипольное 

взаимодействие между элементами реальной и «зеркальной» решёток (что учитывает влияние 

сверхпроводника) было смоделировано релаксационное поведение магнитной системы из неких 

наперёд заданных начальных распределений намагниченности к энергетически выгодному 

состоянию. Сравнивалось поведение решётки, расположенной над сверхпроводником и такой же 

решётки в отсутствии сверхпроводника. Такая постановка отображает эксперимент, когда при 

изменении температуры T сверхпроводник переходит из сверхпроводящего в нормальное 

состояние. 

При этом наиболее интересным результатом оказалось, что стартуя из состояния с однородно 

намагниченной в плоскости плёнки решётки диполей, обладающих магнитной анизотропией типа 

«лёгкая ось» получаются различные распределения намагниченности в случае сверхпроводящего 

и нормального состояния плёнки. В нормальном состоянии элементы дипольной решётки 

прогнозируемо выстраиваются перпендикулярно плёнки в направлении «лёгкой оси» магнитной 

анизотропии со средней по решётки намагниченностью <Mz> близкой к нулю 

(<Mz>/Ms=0.044065), разбиваясь на антиферромагнитно упорядоченные домены (см. Рисунок 3а). 

Здесь Ms – намагниченность насыщения каждой частицы. В случае сверхпроводящего состояния 
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плёнки за счёт дополнительного взаимодействия диполей реальной решётки с диполями 

появившейся «зеркальной» решётки релаксация происходит к другому состоянию (см. Рисунок 

3b). Как видно из приведённого рисунка по-прежнему диполи выстраиваются вдоль «лёгкой оси» 

анизотропии, но разбиение на домены с положительным и отрицательным направлением 

намагниченности происходит иным образом, что приводит к значительному большему значению 

средней проекции намагниченности вдоль оси z: <Mz>/Ms= 0.42999. 

а) 

 

b) 

 
Рисунок 3 .Распределение намагниченности дипольной решётки в отсутствие магнитного поля в 

случае а) – нормального состояния сверхпроводящей плёнки и b) - сверхпроводящего состояния 

плёнки. Направление намагниченности отображается стрелками (в плоскости) и цветом (для 

компоненты Mz:синий – намагниченность направлена на наблюдателя вдоль «лёгкой оси» от 

сверхпроводящей плёнке, красный – намагниченность направлена от наблюдателя вдоль «лёгкой 

оси» к сверхпроводящей плёнке). Границы между доменами с различной ориентации диполей 

вдоль оси z  указаны чёрными линиями. 

Параметры: Решётка состоит из 10х10 частиц с расстоянием между частицами 25 нм, каждая 

частица – диполь, моделирующий однородно намагниченную частицу в форме диска с радиусом 

10 нм, толщиной 2 нм и намагниченностью насыщения 1кГс. Частицы лежат на 

сверхпроводящей плёнке, толщина изолирующей прослойки считается пренебрежимо малой. 

Параметр анизотропии частицы (лёгкая ось) Kа=106 эрг/см3. 

Начальное условие: решётка однородно намагничена вдоль оси х. 
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4. Сборка и запуск в работу стенда нанолитографа. 
 

Проекционная литография экстремального ультрафиолетового диапазона (ЭУФ) на длине 

волны λ=13,5 нм признана наиболее рентабельной для массового изготовления современных 

интегральных схем. И хотя есть еще ряд нерешенных технических проблем, ожидается, что по 

этой технологии начнется производство микросхем с минимальными размерами элементов 22 нм в 

течение 2013–2014 гг. [7]. В перспективе при увеличении числовой апертуры объектива размеры 

элементов могут быть уменьшены до 10 нм, а при дальнейшем уменьшении рабочей длины волны 

излучения, например, до λ=6,7 нм, и до 8 нм [7,8].  

В настоящее время в США, Японии, Нидерландах и Бельгии работают несколько 

экспериментальных стендов, на которых происходит отработка основных систем, фоторезистов и 

технологии  формирования нанструктур методом проекционной фотолитографии на длине волны 

13,5 нм.  

В рамках данного проекта впервые в России был собран и запущен   стенд проекционной ЭУФ  

литографии [9]. Рентгенооптическая схема и фотография установки приведены на Рисунке 4. 

Спецификой литографов ЭУФ диапазона является использование достаточно узкополостных, 

δλ/λ≈0,036, брэгговских зеркал. В нашем случае, с учетом отражения от пяти зеркал и 

градиентного распределения периода по поверхности сферических и асферических подложек 

(брэгговское условие должно выполняться в каждой точке поверхности зеркала), это накладывает 

жесткие требования на точность воспроизведения резонансного периода напыляемых Mo/Si 

многослойных зеркал.  

 
Рисунок 4. Оптическая схема и фотография нанолитографа-мультипликатора, разработанного в 

ИФМ РАН. 
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В качестве источника излучения альтернативно применяются или специально разработанная 

разборная рентгеновская трубка, или лазерно-плазменный источник. Излучение в спектральной 

области λ≈13,5 нм собирается в телесном угле ≈1,2 стер адиан сферическим коллектором с 

отражающим многослойным Mo/Si покрытием. Отраженное от зеркала-коллектора излучение 

падает на зеркало-осветитель, состоящее из 25 минизеркал с отражающими покрытиями Mo/Si, 

которое формирует на маске размером 3×3 мм 2 излучение с равномерным распределением 

интенсивности. Свойства и способ изготовления зеркала-осветителя подробно описаны в [10]. 

Маска представляет собой многослойное зеркало Mo/Si, покрытое слоем, поглощающим 

излучение 13,5 нм. В поглощающем слое методами электронной литографии и плазмо-

химического травления вскрыты окна с требуемым рисунком. Уменьшенное 1:5 изображение 

рисунка на маске с помощью проекционного объектива формируется на пластине с фоторезистом. 

Проекционный объектив разработан по схеме Шварцшильда и состоит из двух асферических, 

выпуклого М1 и вогнутого М2, зеркал. Асферическая форма зеркал обеспечивает поле зрения 

объектива на маске 3×3 мм 2.  (В данно м случае под полем зрения понимается область на маске, 

которая передается проекционным объективом с разрешением 30 нм.). 

После облучения части пластины с фоторезистом необходимой дозой излучения (для 

массового производства планируется доза 5–10 мДж/см2) пластина с фоторезистом и, при 

необходимости, маска с помощью 2D столов могут переместиться и процесс засветки может быть 

повторен. В настоящее время в описываемой схеме отсутствует система согласованного 

сканирования пластины с фоторезистом и маски, так что нанолитограф работает в режиме 

мультипликатора, т.е. формируется наноструктура, и далее этот рисунок может 

мультиплицироваться на пластине на больших площадях.  

Глубина резкости объектива около 100 нм, поэтому качество изображения предельно 

чувствительно к отклонениям расстояний между элементами оптической схемы нанолитографа, 

что автоматически накладывает жесткие ограничения на плоскостность поверхностей маски и 

пластины с фоторезистом. Особенно остро эта проблема стоит для полупроводниковой пластины в 

силу не достаточной ее жесткости при толщине 0,5–1 мм. В описываемой проекционной схеме 

плоскостность достигается электростатическим поджимом пластины к стеклянной подложке, у 

которой отклонение от плоскости составляет не более 30 нм. Схема электростатического прижима 

маски и пластины и фотография стола с маской приведены на Рисунке 5. 
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Рисунок 5. Схема электростатического прижима маски и пластины и фотография стола с маской. 

 

Для обеспечения изображения дифракционного качества положение ряда оптических 

элементов в проекционной схеме относительно друг друга должно контролироваться с 

погрешностью ±50 нм или в относительных единицах ~10–7 от номинальных значений (Рисунок 4). 

Например, если в качестве конструкционного материала использовать инвар с ТКЛР≈10 –6, то для 

удовлетворения этого условия требуется температурная стабилизация схемы на уровне 0,1°. На 

практике удовлетворить этому условию чрезвычайно трудно из-за локального тепловыделения 

при работе различных узлов нанолитографа. Поэтому в отличие от традиционных объективов, 

когда оптические элементы (линзы) собираются в сборку, юстируются однократно и далее 

закрепляются в своих рабочих положения, в объективах для МР и ЭУФ излучения, наряду с 

общим термостатированием проекционной схемы, необходим постоянный контроль положения 

зеркал и их юстировка в процессе работы. В данном нанолитографе эта проблема решается за счет 

установки датчиков положения на оптические элементы, а сопряженных им элементов (в нашем 

случае – это ответные обкладки емкостных датчиков положения) – на колонны, изготовленные из 

специальной оптической керамики (ситалла) с ТКЛР≈2 ⋅10–8. Фотография основных элементов 

нанолитографа с интерферометрической насадкой для аттестации аберраций объектива приведена 

на Рисунке 6  
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Рисунок 6. Фотография основных элементов нанолитографа с интерферометрической насадкой 

для аттестации аберраций объектива. 1 – проекционный объектив, 2 – ситалловые колонны, 3 – 

пьезо-толкатели, 4 – емкостные датчики положения, 5 – инваровые держатели датчиков, 6 – 

составное зеркало-осветитель, 7 – интерферометрическая насадка для настройки объектива в 

нанолитографе, 8 – зеркало-коллектор. 

 

Для контроля и удержания положения маски и пластины с фоторезистом на нанометровом 

уровне разработана специальная система Автофокус,  схема которой приведена на Рисунке 7. 

Принцип работы системы основан на регистрации отраженного излучения 4-х квадрантным 

полупроводниковым диодом. В зависимости от смещения пластины сигналы с секторов диода 

перераспределяются между собой.  
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Рисунок 7. Схема Автофокуса для контроля положения пластины и маски в пространстве. SMOF – 

одномодовое оптическое волокно; L1, L2 – линзы; 4SD – четырехсекторный фотодиод; 3D PZT – 

стол, управляемый тремя пьезо-толкателями. 

 

Для защиты оптической схемы от вибраций стенд оснащен различными ступенями 

подавления вибраций.  

В настоящее время стенд запущен в работу и начаты работы по получению наноструктур 

методом проекционной ЭУФ литографии.  
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5.  Разработка программы внедрения результатов НИР в образовательный процесс. 
 

Участниками НИР разработаны научно – образовательные курсы на электронных носителях  

1) «Дополнительные разделы физики твердого тела», 

http://ipmras.ru/UserFiles/publications/melnikov/Dop_Chapters_SSP.pdf ,  

2) «Туннельные явления в твердых телах», 

http://ipmras.ru/UserFiles/publications/aladyshkin/tunnel%202010.pdf ).  

Разработанные материалы научно-образовательных ресурсов размещены в сети Интернет на сайте 

организации – исполнителя поисковой научно-исследовательской работы в свободном доступе 

(Web адреса приведены выше, копии программ приведены в приложениях 2,3). 

Результаты НИР, полученные за весь срок выполнения проекта, могут быть также внедрены в 

образовательный процесс обучения студентов по профильным специальностям (физика, 

радиофизика). На основе полученных результатов могут быть разработаны дополнения к 

существующим курсам лекций «Квантовая механика», «Физика твёрдого тела», «Физика 

сверхпроводников». 

На основе полученных результатов было проведено 23 научных и научно-популярных 

семинара (см. отчеты за 1-6 этапы).  Кроме того, результаты НИР были использованы 

исполнителем проекта Шерешевским И.А. при подготовке докторской диссертации и 

исполнителями проекта Чигиневым А.В., Пестовым Е.Е., Зуевым С.Ю., Савиновым Д.А., 

Хаймовичем И.М., Мироновым С.В., Ермолаевой О. Л. при подготовке научно-квалификационных 

работ на соискание учёной степени кандидата физико-математических наук, а студентами 

Кузнецовой С.М., Путиловым А.В., Стариковым С.Д., Рогачевым Д.Н., Скрыль А.С. при 

подготовке курсовых и дипломных работ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://ipmras.ru/UserFiles/publications/melnikov/Dop_Chapters_SSP.pdf�
http://ipmras.ru/UserFiles/publications/aladyshkin/tunnel%202010.pdf�
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6.  Разработка и изготовление многослойных отражательных масок для нанолитографа 
 

 В отчете за 4 этап подробно описана технология изготовления многослойных 

отражательных масок для проекционной ЭУФ литографии, разработанная в ИФМ РАН. В рамках 

данного этапа созданы маски с топологическими рисунками в виде полос различной ширины, 

позволяющие формировать наноструктуры с шириной полос до 27 нм.  С помощью этих масок 

начаты эксперименты по формированию наноструктур.   

Предложен прямой метод исследования дефектов масок с разрешением 30 нм с 

использованием высокоразрешающей микроскопии на длине волны 13,5 нм. Схема микроскопа 

приведена на Рисунке 8. 

 

Рисунок 8. Оптическая схема ЭУФ (рентгеновского) микроскопа для инспекции дефектов масок. 
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Результаты НИР, полученные на 1-5 этапах 

 

1) Выполнена разработка пакета программ для расчета транспортных свойств 

мезоскопических сверхпроводников с несверхпроводящими дефектами различной формы в 

присутствии заданного неоднородного магнитного поля. В основу модели положено 

нестационарное уравнение Гинзбурга-Ландау. Важным элементом программ является 

разработанный авторами новый метод и численный алгоритм решения уравнения Пуассона для 

электрического потенциала, позволяющий вычислять потенциал в областях сложной структуры с 

эффективностью, сравнимой с эффективностью Фурье-алгоритма в прямоугольных областях. 

Пакет представляет собой гибкое модифицируемое Windows-приложение с графическим 

интерфейсом, позволяющим, в частности, наблюдать за динамикой параметра порядка, тока и 

движением вихрей в пленке непосредственно в процессе моделирования. Для демонстрации 

возможностей программ были рассмотрены модельные задачи о переходе мезоскопического 

сверхпроводника квадратной формы из сверхпроводящего состояния в нормальное и резистивное 

состояния под действием стационарного стороннего тока.  

2) Выполнен расчет локализационных поправок к проводимости двумерного электронного 

газа в неоднородном магнитном поле. Теоретически описаны основные режимы слабой 

локализации, реализующиеся при различных параметрах рассматриваемых гибридных систем. 

Предсказано существование эффекта положительного магнитосопротивления электронной 

подсистемы во внешнем однородном магнитном поле. Данный эффект проявляется в 

существенной немонотонности зависимостей пространственно усредненной проводимости от 

величины внешнего однородного магнитного поля, которые имеют резкие провалы, 

соответствующие равенству напряженности внешнего однородного поля амплитудному значению 

поля магнитной подсистемы. Показано, что данный эффект сильно зависит от пространственной 

конфигурации магнитного поля, создаваемого магнитной подсистемой. Для двух модельных 

конфигураций периодического магнитного поля в рамках локального приближения получены 

условия существования положительного магнитосопротивления. 

3) В лаборатории математического моделирования ИФМ РАН разработан пакет программ 

SIMMAG (SImulation of MicroMAGnets) для моделирования динамики и стационарных 

распределений намагниченности магнитных как одно- так и многослойных наночастиц различной 

формы, взаимодействие частиц, влияние внешнего магнитного поля, в том числе переменного, 

неоднородного и случайного (моделирующего тепловые флуктуации), моделирование магнито-

силового изображения частицы и многие другие. Пакет основан на численном решении уравнения 

Ландау-Лившица-Гильберта (ЛЛГ), описывающего динамику намагниченности в частице. 

Эффективное магнитное поле, входящее в это уравнение, может включать в себя поле 
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магнитостатического взаимодействия, поле обмена, поле анизотропии и внешнее магнитное поле, 

которое может быть как неоднородным по пространству и/или переменным по времени, так и 

тепловым. 

4) В рамках изучения магнитных свойств металлических наноструктур построена 

феноменологическая теория, описывающая особенности протекания спин-зависимого 

электрического тока через ферромагнетик с неоднородным распределением намагниченности. 

Данная теория показывает, что в средах с некомпланарной неоднородной магнитной структурой 

возможен ряд новых по сравнению с компланарными средами эффектов. В частности, 

«топологический» эффект Холла, эффект выпрямления электрического тока, а также явление 

оптической активности в таких средах могут быть качественно описаны в рамках предложенной 

теории. Для возникновения «топологического» эффекта Холла необходимо, чтобы 

намагниченность в системе изменялась как минимум по двум координатам. Примерами таких 

систем являются микрочастицы с вихревым и антивихревым распределением намагниченности. 

Эффект выпрямления электрического тока и оптическая активность возникают в средах, 

магнитная структура которых не обладает центром инверсии и изменяется как минимум по одной 

координате. Примером такого распределения намагниченности является конусная спираль, 

реализующаяся в редкоземельных металлах Ho, Er, Dy, в ряде соединений (MnSi, FeGe), а также в 

ферромагнитных наноструктурах . 

5) Создано асферическое зеркало проекционного объектива с точностью формы по параметру 

среднеквадратического отклонения от требуемой RMS=0,89 нм, что соответствует критерию 

Марешаля (RMS<λ/14) для оптики дифракционного качества. Решение этой задачи потребовало 

разработки новых схем изучения формы вогнутых асферических поверхностей с помощью 

интерферометра со сферической эталонной волной, технологии коррекции формы с 

субнанометровой точностью с помощью ионно-пучкового травления, с сохранением 

микрошероховатости поверхности на субнанометровом уровне, методов измерения 

микрошероховатости атомарно-гладких поверхностей, нанесение многослойных отражающих 

излучение с λ=13,5 нм интерференционных покрытий с компенсированными внутренними 

напряжениями, и ряд других исследований и разработок, сделанных, как в предыдущий период, 

так и непосредственно в рамках данного контракта.  Изучено влияние внешних условий 

(гравитация, установка зеркала в металлические оправы) на форму поверхности сверхточной 

оптики и найдены решения, позволяющие устанавливать такую оптику в приборы без деформации 

формы. 

6) В лаборатории диагностики многослойных структур и перспективного приборостроения с 

целью масштабных исследований в области проекционной литографии экстремального 
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ультрафиолетового  диапазона, являющейся наиболее вероятным кандидатом для массового 

производства элементов наноэлектроники (чипов) по технологическим нормам 32-22-16 нм, 

разработана базовая рентгенооптическая схема нанолитографа с рабочей длиной волны 13,5 нм. 

На основе этой схеме начата конструкторская разработка прибора с расчетным пространственным 

разрешением 30 нм. В качестве проекционного объектива используется двухзеркальная схема 

Шварцшильда с увеличенным полем зрения за счет применения асферических зеркал. В схеме 

заложен значительный потенциал для увеличения пространственного разрешения до 16 нм без 

замены других рентгенооптических элементов. 

7) В лаборатории технологии многослойной рентгеновской оптики были синтезированы  

многослойные рентгеновские зеркала на основе пары материалов La/B4C. Структурные свойства 

образцов изучались методом малоугловой рентгеновской дифракции с использованием новой 

методики, позволившей восстановить профиль диэлектрической проницаемости по данным 

угловых зависимостей коэффициента отражения на длине волны 13,5 нм. Так же изучены 

рентгенооптические свойства образцов в области аномальной дисперсии бора. Синтезированные 

структуры обладали рекордными коэффициентами отражения при скользящем и нормальном 

падении, однако при нормальном падении почти в 2 раза уступают теоретическому пределу. 

Показано, что основной причиной этого является взаимная диффузия материалов, приводящая к 

размытию скачка диэлектрической проницаемости на границе и, как следствие, к падению 

коэффициентов отражения. Для структур с большим периодом этот эффект ослабевает и 

коэффициенты отражения стремятся к теоретическим значением. Учитывая сложности в 

определение оптических констант пленок лантана в этой области, данный факт стал косвенным 

подтверждением достоверности их теоретических значений.   Так же были синтезированы образцы 

с различными андиффузионными барьерами. Эффект этих слоев оказался либо нейтральным, при 

нанесении барьерных слоев на гетерограницу La-на-B4С, либо негативным, при нанесении на 

противоположную гетерограницу. 

8) Проведена магнитно-силовая микроскопия (МСМ) многослойных магнитных 

наночастиц, содержащих два и три магнитных слоя. Были разработаны методики анализа 

магнитного состояния всех слоев таких частиц методом МСМ. С помощью этих методик было 

установлено, что частицы с двумя магнитными слоями (толщины магнитных слоев 15 нм, а 

немагнитных прослоек 2 нм, латеральные размеры 400 нм x 250 нм) имеют два стабильных 

состояния с ферромагнитным и антиферромагнитным упорядочением намагниченностей слоев. 

Частицы с тремя магнитными слоями при определенным геометрических размерах могут 

находиться в состоянии с неколлинеарным квазигеликоидальным  распределением 

намагниченности. 



 26 

9) Проведены экспериментальные МСМ исследования ферромагнитных наночастиц 

крестообразной формы. Показано, что в таких частицах в зависимости от их геометрических 

параметров реализуются различные неоднородные распределения намагниченности. Разработана 

методика перемагничивания асимметричных крестообразных частиц из квазиоднородного 

распределения намагниченности в антивихревое под действием однородного магнитного поля. 

Также разработана методика перемагничивания симметричных крестообразных частиц из 

квазиоднородного распределения намагниченности в квазиоднородное распределение другой 

симметрии и антивихревое распределение под действием неоднородного поля зонда магнитно-

силового микроскопа. 

10) Изготовлены массивы многослойных наночастиц эллиптической формы, содержащие 

несколько ферромагнитных слоев, разделенных изолятором. Был изготовлен ряд массивов 

цилиндрических частиц, включающих 2 магнитных слоя, и ряд массивов, включающих 3 

магнитных слоя. Латеральные размеры частиц в массивах были порядка 300 нм, толщины 

магнитных слоев 15 нм, а толщины изолирующих слоев 2 нм. Разработана методика сопряжения 

отдельных многослойных частиц с токовыми шинами на основе фотолитографии. В массивах 

цилиндрических многослойных магнитных частиц, каждая частица была сопряжена с контактной 

площадкой, позволяющей проводить транспортные измерения на отдельных наночастицах.  

11) Разработана экспериментальная методика восстановления структурных параметров 

межслойных переходных областей (шероховатость и перемешивание) для случая полностью 

коррелированных в продольном направлении границ. Как показала практика этого приближения 

вполне достаточно для изучения W/B4C многослойных структур. При теоретических расчетах 

было использовано предположение о диффузном рассеянии излучения многослойными 

структурами с помощью  введения частично-коррелированных шероховатостей и диффузного 

перемешивания материалов. Также предполагалось, что шероховатости являются малыми по 

сравнению с периодом зеркала и диэлектрическая проницаемость материала плавно изменяется на 

гетерограницах, что заведомо справедливо в случае учета диффузного перемешивания. Сравнение 

эксперимента с теорией показало  хорошее совпадение  и позволило сделать вывод, что длина 

переходной зоны и шероховатость межслоевых границ не изменяются по мере роста структуры. 

Последний вывод следует из того факта, что величины шероховатости, измеренные в 

кинематическом случае (углы падения излучения на структуру отличаются от брэгговского), когда 

рассеянный сигнал формируется всей многослойной структурой, и в динамическом случае (угол 

падения равен брэгговскому), когда длина экстинкции волны вдвое меньше, чем полная длина 

структуры, совпадают.  

12) Разработан новый метод для аттестации волновых аберраций объективов.  Методика 

включает аттестацию формы асферических поверхностей с помощью дифракционного 
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интерферометра со сферическим эталонным фронтом и аберраций объективов с субнанометровой 

точностью. Данная методика является необходимой для эффективной работы проекционного 

объектива нанолитографа с рабочей длиной волны λ=13,5 нм, который предназначен для 

формирования рисунка на фоторезисте с минимальным размером элемента до 30 нм. 

13) Разработаны приемы изготовления свободновисящих тонкопленочных структур 

большой апертуры, предназначенных для спектральной фильтрации излучения в установках ЭУФ 

литографии. Изготовлены образцы тонкопленочных фильтров на основе многослойных структур 

Zr/ZrSi2, Zr/MoSi2, Mo/ZrSi2 и Mo/MoSi2, обладающие прозрачностью не менее 70% на длине 

волны λ=13,5 нм. Изучены оптические свойства фильтров в ЭУФ, видимом и ИК диапазонах, а 

также проведено сравнительное тестирование свободновисящих структур в условиях длительного 

вакуумного нагрева излучением CO2 лазера до температур 700-1000ºC. Методом вторично-ионной 

масс-спектроскопии исследованы процессы перемешивания в многослойных структурах при 

нагреве и окисления материала фильтров остаточным кислородом. Выполненные исследования 

показали, что наибольшей термостабильностью обладают фильтры на основе структуры Mo/ZrSi2.  

Фильтр сохранил исходные характеристики при нагреве в вакууме до 800º C в течение трех часов 

при остаточном давлении 5⋅10-7 мм рт. ст.  оптимизированные с точки зрения термостойкости и 

высокой прозрачности на длине волны 13,5 нм. Изготовлен демонстрационный образец Mo/ZrSi2 

фильтра рабочей прозрачностью >70% (λ = 13,5 нм) с апертурой 160 мм. 

14) Изготовлены магнитные туннельные контакты субмикронных размеров, состоящих из 

двух слоев ферромагнетика (CoFe), разделенных диэлектрической прослойкой (TaOx). Для 

измерения вольтамперных характеристик и магнитосопротивления туннельных магнитных 

контактов изготовлен специализированный измерительный стенд и были проведены измерения 

эффекта магнитосопротивления этих структур. 

 15) Исследовано формирование вихревых структур, состоящих из цепочек вихрей и 

антивихрей, в периодическом магнитном поле. Исследовано формирование локализованных 

сверхпроводящих  структур вблизи доменных стенок и границ сверхпроводящих образцов, а также 

формирование вихревых структур, состоящих из вихрей и антивихрей, в узких сверхпроводящих 

мостиках в поле провода с током. Экспериментально и теоретически определена зависимость 

критического тока от температуры, внешнего магнитного поля и силы тока в проводе.  

16) Экспериментально и теоретически исследована анизотропия и асимметрия 

критического тока сверхпроводящих мостиков в поле одномерной доменной структуры. 

Теоретически исследована анизотропия критического тока сверхпроводящих мостиков в поле 

магнито-мягких и магнито-жестких ферромагнитных частиц. 

 17) Рассчитаны вольтамперные характеристики коротких и длинных сверхпроводящих 

нанопроволок. Показано, что динамический процесс проскальзывания фазы (приводящий к 
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конечному сопротивлению сверхпроводника) существует в сверхпроводнике, пока время 

изменения модуля параметра порядка (зависящее от длины проволоки, неупругого времени 

релаксации неравновесных квазичастиц, температуры и магнитного поля)  больше, чем время 

изменения разности фаз сверхпроводящего параметра порядка (зависящего только от температуры 

и приложенного тока). 

18) На основе нестационарного уравнения Гинзбурга-Ландау изучено влияние 

неоднородного магнитного поля, созданного ферромагнетиком с доменным распределением 

намагниченности, на флуктуационную проводимость сверхпроводника в нормальном состоянии 

вблизи температуры перехода. Показано, что при стремлении температуры к критической 

доминирующий вклад в проводимость сверхпроводящей пленки вносят квазиодномерные области 

(с шириной порядка длины когерентности), формируемые вблизи доменных границ 

ферромагнитной подсистемы. 

19) Впервые в России создан проекционный объектив нанолитографа с волновыми 

аберрациями ~ λ/7 на рабочей длине волны λ=13,5 нм, что уже позволяет получить изображение с 

разрешением десятки нанометров. Разработаны методики аттестации сферических и асферических 

поверхностей и волновых аберраций объективов с субнанометровой точностью. 

20) Были изучены Mo/Si2 барьерные слои. Эксперименты показали, что при малых 

толщинах, примерно до 0,7 нм,  антидиффузионный слой не оказывает заметного влияния на 

коэффициент отражения, в то время как при увеличении его толщины наблюдается падение 

коэффициента отражения.  

21) Были разработаны и изготовлены cледующие узлы нанолитографа: 1) источник 

излучения, 2) светосильное зеркало-коллектор, обеспечивающее сбор излучения из большого 

телесного угла, 3) сложное составное зеркало-гомогенизатор, обеспечивающее П-образное 

распределение интенсивности на маске с заданными пространственно-угловыми 

характеристиками, 4) многослойная отражательная маска-шаблон, на которой формируется 

топология наноструктуры и изображение которой с помощью проекционного объектива с 

уменьшением переносится на пластину с фоторезистом. 

22) Cоздано и аттестовано выпуклое зеркало для нанолитографа. Показано, что 

традиционный метод расчета дифракционных корректоров волнового фронта, не учитывающий 

преломление на границах не обеспечивает требуемой субнанометровой и даже нанометровой 

точности и, соответственно, требуется развитие новых алгоритмов.  

  
23) Была разработана конструкция стенда нанолитографа с рабочей длиной волны 13,5 нм и 

расчетным разрешением 30 нм. Показана однозначная корреляция между аберрациями объектива 

и показаниями датчиков положения зеркал.  
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24)  Был изготовлен специализированный измерительный стенд измерений для проведения 

транспортных измерений во внешнем магнитном поле, измерения вольтамперных характеристик 

структур, в том числе и многослойных магниторезистивных структур. Стенд состоит из двух 

частей - механической (микроскоп с основанием, монтажная площадка, электромагнит и  два 

манипулятора с зондами, прикрепленные к основанию микроскопа) и измерительной (аналоговый 

характерограф). 

 25)  Произведен расчет плотности состояний квазичастиц в двух- и трех- квантовых вихрях 

и вихревых молекулах малого размера в мезоскопических сверхпроводниках. Рассмотрено 

влияние граничных эффектов на стабильность вихрей с дробным квантом потока, находящихся в 

равновесии вблизи границы сверхпроводника. Показано, что наличие дробных вихрей может 

оказать существенное влияние на распределение плотности состояний квазичастиц и 

пространственного распределения сверхпроводящей щели в мезоскопических сверхпроводниках.  

26) Произведен расчет пространственной структуры мезоскопических сверхпроводящих 

каналов, формирующихся в неоднородном магнитном поле доменных стенок. Для различных 

значений внешнего поля получены вольт-амперные характеристики каналов. На основе численных 

расчетов проанализирована зависимость критического тока перехода в резистивное состояние от 

внешнего магнитного поля.  

 27) В рамках модели Лондона рассчитаны зависимости критического тока 

сверхпроводящей пленки (мостика) во внешнем  магнитном поле при наличии ферромагнетика, 

расположенного над плоскостью пленки. Показано, что разбиение сплошного ферромагнетика на 

несколько полосок снижает эффект увеличения критического тока в гибридной структуре 

сверхпроводник-ферромагнетик, однако отличия не значительные в достаточно сильных 

магнитных полях (500-1000 Эрстед).  Предсказывается, что в наклонных слабых магнитных полях 

(меньших 100 Эрстед) критический ток такой гибридной структуры будет слабо зависеть от 

магнитного поля и будет определяться критическим полем сверхпроводника без ферромагнетика 

при H=0.   

28) Показано, что туннелирование между вихрями внутри вихревого кластера оказывается 

существенным, когда расстояние между вихрями становится порядка нескольких длин 

когерентности. Таким образом, при полях, значительно меньших второго критического поля, 

квазичастицы более не локализованы на вихревых центрах и получают возможность двигаться по 

соответствующим циклотронным орбитам, что может, в свою очередь, привести к восстановлению 

квантовых осцилляций магнитного момента, характерных для нормального состояния и 

подавленных за счет сверхпроводящей щели в спектре возбуждений. 
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29) На основе решения микроскопических уравнений Боголюбова – де Жена теоретически 

изучена электронная структура вихревых линий, захваченных на протяженных 

дефектах в сверхпроводниках второго рода. Показано, что в спектре 

квазичастичных возбуждений возникает минищель,  величина которой растет с 

увеличением радиуса дефекта. Предложена микроскопическая модель депиннинга 

вихря Абрикосова с протяженного цилиндрического дефекта с радиусом меньшим 

длины когерентности под влиянием внешнего транспортного тока. Выполнены 

расчеты критической плотности тока, при которой происходит образование пары 

вихрей с противоположным направлением, локализованных вблизи дефекта, и тока 

депиннинга, соответствующего разрушению такого связанного состояния. 

30)  Впервые в России создан опытный образец маски с отражающим многослойным Mo/Si 

интерференционным покрытием  для проекционной ЭУФ нанолитографии. Рисунок маски 

позволяет формировать в фоторезисте структуры с шириной линий до 27 нм и со 

среднеквадратической неровностью края  3 нм. С использованием этой маски начаты работы по 

оптимизации отечественных резистов на длину  волны 13,5 нм.  

31)  Для повышения производительности литографического процесса и уменьшения 

нагрева элементов оптической схемы нанолитографа разработан лазерно-плазменный источник 

ЭУФ излучения. В настоящее время он установлен в стенд нанолитографа и проводится отладка 

его основных систем и изучение эмиссионных  характеристик в окрестности длины волны 13,5 нм.    

32)  Экспериментально и теоретически исследовано распределение магнитных моментов в 

многослойных частицах, состоящих из трех ферромагнитных слоев, разделенных 

диэлектрическими прослойками. Экспериментальные данные о магнитном состоянии частиц 

получены путем измерения их магнитосопротивления. Показано, что в нулевом внешнем поле 

многослойная частица, обладающая анизотропией типа легкая плоскость, находится в 

неколлинеарном спиральном состоянии. 

33) Разработаны методики создания крестообразных и круглых магнитных наночастиц с 

вихревым и антивихревым распределением намагниченности, а также разработана методика 

подведения контактов к таким частицам. Разработана методика перевода таких частиц из 

состояния с однородным распределением намагниченности в состояние с антивихревым (и 

обратно) с помощью зонда МСМ, а также с помощью внешнего однородного магнитного поля. 

Разработана методика подведения контактов к многослойным магнитным наночастицам для 

проведения транспортных исследований с пропусканием тока поперек слоев. 

34) Изготовлены крестообразные частицы (с размерами порядка 200 нанометров) с 

антивихревым распределением намагниченности и подведены контакты к таким частицам. 

Продемонстрировано, что сопротивление контактов между частицей и токовыми шинами мало по 
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сравнению с сопротивлением самой частицы, что позволяет говорить о возможности исследования 

“топологического” эффекта Холла в такой системе. 

 35) Проведен анализ экспериментальных данных по асимметрии критического тока 

(диодного эффекта), обнаруженного нами ранее  в гибридной структуре 

сверхпроводник/ферромагнетик (Al/BaFe12O19). Теоретический анализ показал, что данный эффект 

связан с формированием канала, свободного от вихрей Абрикосова, что увеличивает величину 

критического тока, текущего через сверхпроводящий мостик без диссипации. Показано, что такая 

область появляется только в определенном диапазоне токов и внешних магнитных полей. 

36) Для системы магнито-мягкий диполь – вихрь в тонкой сверхпроводящей плёнке 

рассчитаны энергетически выгодные состояния, в частности, вычислены углы ориентации диполя 

и определено положение вихря относительно диполя, для различных значений параметра 

магнитной анизотропии диполя и его высоты над плёнкой. 

37) Впервые в России продемонстрированы литографические изображения в резистах, 

полученные с помощью метода проекционной литографии на длине волны 13,5 нм. Измерены 

скорости засветки фоторезиста и загрязнения поверхности коллектора. Анализируются факторы, 

ограничивающие пространственное разрешение проекционной схемы. 

38) В рамках календарного плана исследованы химически усиленные резисты на основе 

полиметакрилатов с алициклическими  изоборнильными группами, претерпевающими кислотный 

гидролиз на стадии постэкспозиционного прогревания (ПЭП)  после экспонирования их 

ультрафиолетовым (УФ) и экстремальным ультрафиолетовым (ЭУФ) излучением, длины волн 254 

нм и 13.5 нм, соответственно, и электронным лучом.  

 39) В результате проведенных исследований развиты методы формирования искусственных 

упорядоченных решеток магнитных наноструктур, состоящих из частиц контролируемой формы с 

минимальными планарными размерами ~ 30 нм. Получены изображения с магнитным контрастом.  
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Заключение 

 

Все задачи шестого этапа и проекта в целом выполнены полностью. По результатам работ 

опубликовано 31 статья в реферируемым российских и иностранных высокорейтинговых 

журналах  и было сделано 31 доклада (устных и стендовых) на российских и международных 

конференциях.  

За время выполнения проекта в работах принимало участие больше 25 молодых 

исследователей (студентов, аспирантов, научных сотрудников и молодых кандидатов наук). При 

их непосредственном участии было получено большинство результатов, заявленных в проекте. 

Молодые исследователи участвовали в большинстве публикаций по теме проекта (см. пункты 1-3, 

5-16, 20-28, 31-32 в списке публикаций в приложении 2 к аннотации работ). Кроме того, ими были 

сделаны многие доклады на конференциях (см. приложение 4 к аннотации работ).  В дополнение, 

четырьмя бывшими аспирантами (Ермолаевой О.Л., Савиновым Д.А., Хаймовичем И.М. и 

Мироновым С.В.) были подготовлены или находятся в заключительной стадии подготовки 

кандидатские диссертации (предполагаемые даты защиты: февраль-март 2013 года).   Двумя 

участниками проекта (Чигиневым А. В. и Пестовым Е.Е.) были защищены кандидатские 

диссертации (в 2011 и 2012 годах соответственно) и участником проекта Шерешевским И.А. была 

защищена докторская диссертация в марте 2012 года (см. приложение 3 к аннотации работ).  

За время выполнения проекта были приняты на работу в ИФМ РАН пятеро бывших 

аспирантов, участников НИР (Скороходов Е.В., Ермолаева О.Л., Савинов Д.А., Хаймович И.М. и 

Миронов С.В. – см. приложение 5 к аннотации работ) на должности младших научных 

сотрудников и инженера 2 категории.  Пять бывших студентов, участников НИР (Беспалов А.А., 

Гайкович П.К. Татарский Д.А., Зотова А.Н. и Путилов А.В.  – см. приложение 5 к аннотации 

работ) были приняты в аспирантуру ИФМ РАН.  
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// Interfaces.h 

// List of interfaces used in SIMMAG 

#include <vector> 

class IExternalObject; 

class IAccumulator; 

class IGrid; 

class IEvolutionStep; 

class IMagnetShape; 

class CMagneticSystem; 

//----- Base interface for all other interfaces ----- 

class IBaseDLL 

{ 

public: 

   virtual ~IBaseDLL(void){}; 

   virtual void InfoParamOut(CString *) = 0; 

   virtual void SaveDLLParam(CStdioFile& File) = 0; 

   virtual bool LoadDLLParam(CStdioFile& File) = 0; 

}; 

//----- Magnetic particle ----- 

class IMagnet : public IBaseDLL  

{ 

public: 

 virtual ~IMagnet(void){}; 

 virtual bool Init(std::vector<IMagnet*>& vMagnet, int MagnetIndex) = 0; 

 virtual bool Release(void) = 0; 

 virtual int GetMagnetization(VectorFieldPoint** ppMagnMom) = 0; 

 virtual void SetInitMagnetization(void) = 0; 

 virtual VectorFieldPoint GetAverageMagnetization() = 0; 

 virtual int GetMagnField(VectorFieldPoint** ppMagnField) = 0; 

 virtual IGrid* GetGrid(void) = 0; 

 virtual MagnetParam* GetMagnetParam(void) = 0; 

 virtual MagnetGeometry* GetGeometry(void) = 0; 

 virtual void FieldInternal(double DltTime) = 0; 
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 virtual double EnergyCalc(void) = 0; 

 virtual double EnergyInternal(void) = 0; 

 virtual void Draw(CDC* pDC, const CRect& rect, int NumLayer 

    ,int Plane, int istepX, int istepY) = 0; 

 virtual void DrawFragment(CDC* pDC, const CRect& rect 

    ,int NumLayer, int Plane, int istepX,int istepY                  

    ,int iXbeg, int iXfin, int iYbeg, int iYfin) = 0; 

 virtual void DrawFragmentRect(CDC* pDC, const CRect& rect 

    ,int NumLayer, int Plane, int istepX, int istepY 

    ,CPoint beg_point, CPoint fin_point) = 0; 

 virtual bool GetValue(CRect& rect, CPoint& point,int& ix, int& iy, int& iz)=0; 

int CreateDrawArrays(int NumLayer, int Plane 

   ,std::vector<double> XDraw, std::vector<double> YDraw 

   ,std::vector<double> MXDraw 

   ,std::vector<double> MYDraw 

   ,std::vector<double> MZDraw); 

 virtual bool Right(VectorFieldPoint* pRight) = 0; 

 virtual double GetChirality(void)=0; 

}; 

//----- External object (magnetic field, averages) ----- 

class IExternalObject  : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual ~IExternalObject(void){}; 

 virtual bool Init(std::vector<IMagnet*>& vMagnets, double DltTime) = 0; 

 virtual void AddField(std::vector<IMagnet*>& vMagnets, double Time) = 0; 

 virtual bool LoopParam(CMagneticSystem* pMagnSys) = 0; 

 virtual void ChangeParam(void) = 0; 

 virtual void OutResult(CMagneticSystem* pMagnSys) = 0; 

 virtual CString GetCurrentParam(void) = 0; 

 virtual void AddAccumulator(CMagneticSystem* pMagnSys) = 0; 

 virtual void ClearAccumulator(void) = 0; 

 virtual bool IsTrajEnd(CMagneticSystem* pMagnSys) = 0; 

}; 
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//----- Shape of magnetic particle ----- 

class IMagnetShape : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual bool Init(MagnetGeometry* pGeom) = 0; 

 virtual bool IsInternalPoint(const Point3D& p, const MagnetGeometry& Geometry)=0; 

}; 

//------ Initial condition for magnetization distribution ----- 

class IInitialCondition : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual bool Init(MagnetGeometry* pGeom) = 0; 

 virtual bool SetMagnetization(IMagnet* pMagnet) = 0; 

}; 

//----- Evolution time step of Landau-Lifshits equation ----- 

class  IEvolutionStep  : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual bool Init(const std::vector<IMagnet*>& vMagnets)=0; 

 virtual void EvolutionStep(IMagnet* pMagnet, double deltaT)=0; 

}; 

//----- Calculation intraparticle magnetostatic field ----- 

class IFieldMagnetostatic : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual bool Init(MagnetGeometry* pGeom, IGrid* pGrid) = 0; 

 virtual void AddField(IMagnet* pMagnet) = 0; 

}; 

//----- Calculation exchange field ----- 

class IFieldExchange : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual bool Init(MagnetGeometry* pGeom, IGrid* pGrid, MagnetParam& pParam)=0; 

 virtual void AddField(IMagnet* pMagnet) = 0; 

}; 
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//----- Calculation interparticle magnetostatic field ----- 

class IFieldInterMagnet : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual bool Init(std::vector<IMagnet*>& vMagnets) = 0; 

 virtual void AddField(std::vector<IMagnet*>& vMagnets) = 0; 

}; 

//----- Surface of magnetic particle ----- 

class ISurface : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual bool Init(MagnetGeometry* Geom, IMagnetShape* Shape)=0; 

 virtual double Height(double x,double y)=0; 

}; 

//----- Grid for discrete approximation of the functions ----- 

class IGrid : public IBaseDLL 

{ 

public: 

 virtual Node& GetNode(int ind) = 0; 

 virtual int SizeInternal(void) = 0;   

 virtual int SizeExternal(void) = 0;   

 virtual void Create(MagnetGeometry* pGeometry,  

  IMagnetShape* pShape, ISurface* pSurface=NULL) = 0; 

 virtual int GetNumber(int ix, int iy, int iz) = 0; 

}; 
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// MagneticSystem.h 

// Main class for simulation magnetization distribution in system of magnetic particles 

#pragma once 

#include "afxmt.h" 

class CImageMFM; 

 

class CMagneticSystem 

{ 

protected: 

 std::vector<IMagnet*> m_vMagnetCollection; 

 IEvolutionStep*  m_pEvolutionStep; 

 IFieldInterMagnet*  m_pFieldInterMagnet; 

 double m_dTime; 

 double m_TimeBeginTrajectory; 

 int m_NumberSteps; 

 int m_NumberStepOutput; 

 double m_StepAutosave; //nc 

 double m_EnergyTotal; 

 std::vector<CString> m_sMagnetCollection; 

 CString m_sFieldInterMagnet; 

 CString m_sEvolutionStep; 

public: 

 double m_dDltTime; 

 CCriticalSection m_CritSec; 

 int m_XY_XZ_projection; 

 CMagneticSystem(void); 

 ~CMagneticSystem(void); 

 bool CreateSystem(void); 

 bool ReleaseSystem(void); 

 void EvolutionStep(IExternalObject* pExtObj); 

 void TimeLoopInit(void) 

{ m_dTime = m_TimeBeginTrajectory; m_NumberSteps=0;  } 

 void TimeLoopOver(void){ m_dTime = 0.;  } 

 void MagneticField_EnergyTotal(IExternalObject* pExtObj); 

 void MagneticField(IExternalObject* pExtObj); 
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 void DrawConfiguration(CDC* pDC, CRect& rect, bool* IndPart); 

 void GetSizeSystemPh(double* sizeXPh, double* sizeYPh); 

 void GetSizeSystemInSpace(double *dMinX, double *dMaxX 

    ,double *dMinY, double *dMaxY ,double *dMinZ, double *dMaxZ); 

 UINT GetSizeCollection(){ return (UINT)m_vMagnetCollection.size(); } 

 CRect GetRectMagnet(int nMagnet, CRect FigRect); 

 void InformationSystemParameters(CString* StrOut); 

 double Time(void)const{ return m_dTime;  } 

 double TimeBeginTrajectory(void)const{ return m_TimeBeginTrajectory; } 

 int NumberSteps(void)const    { return m_NumberSteps; } 

public: 

 virtual std::vector<IMagnet*>& GetMagnetCollection(void) 

{  return m_vMagnetCollection; } 

 bool Load(CStdioFile& File); 

 void Save(CStdioFile& File); 

 double EnergyTotal(void) { return m_EnergyTotal; } 

 bool IsOutput(void); 

 bool IsAutosave(void); 

 void ChangeParam(void); 

}; 
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// MagneticSystem.cpp 

// Main class for simulation magnetization distribution in system of magnetic particles 

#include "StdAfx.h" 

#include <BaseStructures.h> 

#include <Interfaces.h> 

#include "MagneticSystemDialog.h" 

#include "Magneticsystem.h" 

#include "ChangeMagneticsystemDlg.h" 

#include "ImageMFM.h" 

#include "math.h" 

#include "float.h" 

//----- Constructor ----- 

CMagneticSystem::CMagneticSystem(void) 

{// Initialization class data …  } 

//----- Call magnetic system dialog and create magnetic system ----- 

bool CMagneticSystem::CreateSystem(void) 

{ 

 CMagneticSystemDialog MagnSysDlg; 

 MagnSysDlg.m_dTimeStep         = m_dDltTime; 

 MagnSysDlg.m_NumberStepOutput  = m_NumberStepOutput; 

 MagnSysDlg.m_StepAutosave      = m_StepAutosave; 

 MagnSysDlg.m_vMagnetCollection = m_vMagnetCollection; 

 MagnSysDlg.m_pFieldInterMagnet = m_pFieldInterMagnet; 

 MagnSysDlg.m_pEvolutionStep    = m_pEvolutionStep; 

 MagnSysDlg.m_sMagnetCollection = m_sMagnetCollection; 

 MagnSysDlg.m_sFieldInterMagnet = m_sFieldInterMagnet; 

 MagnSysDlg.m_sEvolutionStep    = m_sEvolutionStep; 

 MagnSysDlg.m_XY_XZ_projection  = m_XY_XZ_projection; 

 if (MagnSysDlg.DoModal() == IDOK)   

 { 

  m_vMagnetCollection = MagnSysDlg.m_vMagnetCollection; 

  m_dDltTime   = MagnSysDlg.m_dTimeStep;// (ns) 

  m_NumberStepOutput = MagnSysDlg.m_NumberStepOutput; 

  m_StepAutosave     = MagnSysDlg.m_StepAutosave; 

  m_pFieldInterMagnet = MagnSysDlg.m_pFieldInterMagnet; 
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  m_pEvolutionStep     = MagnSysDlg.m_pEvolutionStep; 

  m_sMagnetCollection = MagnSysDlg.m_sMagnetCollection; 

  m_sFieldInterMagnet     = MagnSysDlg.m_sFieldInterMagnet; 

  m_sEvolutionStep      = MagnSysDlg.m_sEvolutionStep; 

  m_XY_XZ_projection      = MagnSysDlg.m_XY_XZ_projection; 

  m_TimeBeginTrajectory   = 0.; 

  return true; 

 } 

 m_vMagnetCollection  = MagnSysDlg.m_vMagnetCollection; 

 m_sMagnetCollection  = MagnSysDlg.m_sMagnetCollection; 

     AfxMessageBox("WARNING :Perhaps Magnet Collection has been modified !!!"); 

 return false; 

} 

//----- Free dynamic memory, unload DLLs ----- 

bool CMagneticSystem::ReleaseSystem(void) 

{// … } 

//----- Evolution time step for Landau-Lafshits equation ----- 

void CMagneticSystem::EvolutionStep(IExternalObject* pExtObj) 

{ 

 for(UINT iMagnet=0; iMagnet<m_vMagnetCollection.size(); iMagnet++) 

 m_pEvolutionStep->EvolutionStep(m_vMagnetCollection[iMagnet], m_dDltTime ); 

 m_dTime += m_dDltTime; 

 m_NumberSteps++; 

} 

//----- Calculation magnetic field in magnetic particles ----- 

void CMagneticSystem::MagneticField(IExternalObject* pExtObj) 

{ 

 ASSERT(pExtObj); 

 for(UINT iMagnet=0; iMagnet<m_vMagnetCollection.size(); iMagnet++) 

     m_vMagnetCollection[iMagnet]->FieldInternal(m_dDltTime); 

 pExtObj->AddField(m_vMagnetCollection, m_dTime); 

 m_pFieldInterMagnet->AddField(m_vMagnetCollection); 

} 
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//----- Calculation energy of magnetic system ----- 

void CMagneticSystem::MagneticField_EnergyTotal(IExternalObject* pExtObj) 

{ 

 ASSERT(pExtObj); 

 int numMag =(int)m_vMagnetCollection.size(); 

 if(numMag == 0)  return; 

 //------- Internal of magnet energy ----- 

 for(UINT iMagnet=0; iMagnet< numMag; iMagnet++) 

 m_vMagnetCollection[iMagnet]->FieldInternal(m_dDltTime); 

//------- Add intermagnet energy ----- 

 m_pFieldInterMagnet->AddField(m_vMagnetCollection); 

double EnergyInternalSys = 0.;  

for(UINT iMagnet=0; iMagnet< numMag; iMagnet++) 

 EnergyInternalSys +=m_vMagnetCollection[iMagnet]->EnergyCalc(); 

//------- Add external object energy ----- 

pExtObj->AddField(m_vMagnetCollection, m_dTime);   

m_EnergyTotal = 0.; 

for(UINT iMagnet=0; iMagnet< numMag; iMagnet++) 

   m_EnergyTotal += m_vMagnetCollection[iMagnet]->EnergyCalc(); 

//------- Total system energy ----- 

 m_EnergyTotal = 2. * m_EnergyTotal - EnergyInternalSys; 

} 

//----- Get geometric sizes of magnetic system ----- 

void CMagneticSystem::GetSizeSystemInSpace( double *dMinX, double *dMaxX 

      ,double *dMinY, double *dMaxY, double *dMinZ, double *dMaxZ) 

{ 

 *dMaxX = -DBL_MAX;  *dMaxY = -DBL_MAX; 

 *dMaxZ = -DBL_MAX;  *dMinX =  DBL_MAX; 

 *dMinY =  DBL_MAX;  *dMinZ =  DBL_MAX; 

 MagnetGeometry* pGeometry; 

 for(UINT i=0; i<m_vMagnetCollection.size(); i++) 

 { 

  pGeometry = m_vMagnetCollection[i]->GetGeometry(); 

  *dMaxX=max(*dMaxX, pGeometry->center.x +0.5*pGeometry->sizeX); 

  *dMaxY=max(*dMaxY, pGeometry->center.y +0.5*pGeometry->sizeY); 
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  *dMaxZ=max(*dMaxZ, pGeometry->center.z +0.5*pGeometry->sizeZ); 

  *dMinX=min(*dMinX, pGeometry->center.x -0.5*pGeometry->sizeX); 

  *dMinY=min(*dMinY, pGeometry->center.y -0.5*pGeometry->sizeY); 

  *dMinZ=min(*dMinZ, pGeometry->center.z -0.5*pGeometry->sizeZ); 

 } 

} 

//-------------------------------------------------------------- 

void CMagneticSystem::GetSizeSystemPh(double *sizeXPh, double *sizeYPh) 

{ 

 double sizeZPh; 

 double dMinX;  double dMaxX; 

 double dMinY;  double dMaxY; 

 double dMinZ;  double dMaxZ; 

GetSizeSystemInSpace(&dMinX,&dMaxX,&dMinY,&dMaxY,&dMinZ,&dMaxZ); 

 *sizeXPh = max(fabs(dMinX), fabs(dMaxX)); 

 *sizeYPh = max(fabs(dMinY), fabs(dMaxY)); 

sizeZPh = max(fabs(dMinZ), fabs(dMaxZ)); 

 switch(m_XY_XZ_projection) 

 { 

  case XY_PROJ: 

  default:      *sizeXPh = max(*sizeXPh, *sizeYPh);   break; 

  case XZ_PROJ: *sizeXPh = max(*sizeXPh, sizeZPh); 

 } 

 *sizeYPh = *sizeXPh; 

} 

//-------------------------------------------------------------- 

CRect CMagneticSystem::GetRectMagnet(int nMagnet, CRect FigRect) 

{  

 int shiftX = 5;  int shiftY = 5; 

 int b = FigRect.bottom + shiftY/2; 

 int t = FigRect.top    + shiftY/2; 

 int r = FigRect.right  + shiftX/2; 

 int l = FigRect.left     + shiftX/2; 

 int h = FigRect.Height() - shiftY; 

 int w = FigRect.Width()  - shiftX; 
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 double sizeXPh;  double sizeYPh; 

 GetSizeSystemPh(&sizeXPh, &sizeYPh); 

 double dCoefX = w / (2.0 * sizeXPh); 

 double dCoefY = h / (2.0 * sizeYPh); 

 CRect MagR; 

 MagnetGeometry* pGeometry = m_vMagnetCollection[nMagnet]->GetGeometry(); 

 double dXleft  = pGeometry->center.x - 0.5*pGeometry->sizeX; 

 double dXright = pGeometry->center.x + 0.5*pGeometry->sizeX; 

 double dYtop;  double dYbot; 

 switch(m_XY_XZ_projection) 

 { 

  case XY_PROJ: 

  default:  dYtop = pGeometry->center.y + 0.5*pGeometry->sizeY; 

   dYbot = pGeometry->center.y - 0.5*pGeometry->sizeY; 

   break; 

  case XZ_PROJ: 

  dYtop  = pGeometry->center.z + 0.5*pGeometry->sizeZ; 

  dYbot  = pGeometry->center.z - 0.5*pGeometry->sizeZ; 

 } 

 MagR.left    = l + w + int((dXleft  - sizeXPh) * dCoefX) + 1; 

 MagR.right   = l + w + int((dXright - sizeXPh) * dCoefX) - 1; 

 MagR.top     = t - int((dYtop - sizeYPh) * dCoefY) + 1; 

 MagR.bottom  = t - int((dYbot - sizeYPh) * dCoefY) - 1; 

 if(MagR.Width() <5)  MagR.right  = MagR.left + 5; 

 if(MagR.Height()<5) MagR.bottom = MagR.top   + 5; 

 return MagR; 

} 

//----- Draw magnetic system ----- 

void CMagneticSystem::DrawConfiguration(CDC* pDC, CRect& FigRect, bool* IndPart) 

{// … } 

//----- Get information about magnetic system ----- 

void CMagneticSystem::InformationSystemParameters(CString* StrOut) 

{// … } 
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//-------------------------------------------------------------- 

bool CMagneticSystem::Load(CStdioFile& file) 

{// Load class data and DLLs data from file … } 

//-------------------------------------------------------------- 

void CMagneticSystem::Save(CStdioFile& file) 

{// Save class data and DLLs data into file … } 

//-------------------------------------------------------------- 

bool CMagneticSystem::IsAutosave(void) 

{ 

 if (m_StepAutosave <= 0.0) 

     return false; 

 if (fmod(m_dTime, m_StepAutosave) < m_dDltTime) 

     return true; 

 return false; 

} 

//----- Dynamic change some system parameters ----- 

void CMagneticSystem::ChangeParam(void) 

{ 

 CChangeMagneticSystemDlg dlg; 

 dlg.m_NumberStepOutput = m_NumberStepOutput; 

 dlg.m_StepAutosave     = m_StepAutosave; 

 dlg.m_TimeStep         = m_dDltTime; 

 if (dlg.DoModal() != IDOK) 

 return; 

 m_NumberStepOutput     = dlg.m_NumberStepOutput; 

 dlg.m_StepAutosave     = dlg.m_StepAutosave; 

 m_dDltTime             = dlg.m_TimeStep; 

} 
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// GridRect2D.h 

//Class to create 2D grid in magnetic particle 

struct Index2D 

{ int ix,iy,iz;   }; 

class CGridRect2D : public IGrid 

{ 

 Node* m_pNodes; 

 int  m_nSizeInternal; 

 int  m_nSizeExternal; 

 CString m_strDllName; 

 int m_NX; 

 int m_NY; 

 MagnetGeometry* m_pGeom; 

 int** m_GeomInd;  

public: 

 CGridRect2D(void); 

 virtual ~CGridRect2D(void); 

//-----------------FUNCTIONS FROM BASE INTERFACE------------------- 

 virtual Node& GetNode(int ind); 

 virtual int SizeInternal(void);   

 virtual int SizeExternal(void);   

 virtual void Create(MagnetGeometry* pGeometry, IMagnetShape* pShape, 

ISurface* pSurface=NULL); 

//-----------------FUNCTIONS FROM BASEDLL INTERFACE------------------- 

 virtual void InfoParamOut(CString*); 

 virtual void SaveDLLParam(CStdioFile& File){} 

 virtual bool LoadDLLParam(CStdioFile& File){ return true; } 

//----------------------------------------------------------------- 

 virtual int GetNumber(int ix, int iy, int iz); 

}; 
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// GridRect2D.cpp  

//Class to create 2D grid in magnetic particle 

#include "stdafx.h" 

#include <afxdllx.h> 

#include <BaseStructures.h> 

#include "interfaces.h" 

#include "GridRect2D.h" 

#include "math.h" 

static AFX_EXTENSION_MODULE GridRect2DDLL = { NULL, NULL }; 

extern "C" int APIENTRY 

DllMain(HINSTANCE hInstance, DWORD dwReason, LPVOID lpReserved) 

{ … } 

//------------------------------------------------------------------ 

extern "C" __declspec( dllexport ) IGrid* CreateObj(); 

extern "C" __declspec( dllexport ) void DestroyObj(IGrid* pI); 

//==================================================== 

IGrid* CreateObj() 

{ return (IGrid*) new CGridRect2D; } 

//==================================================== 

void DestroyObj(IGrid* pI) 

{ delete pI;  pI = NULL; } 

//==================================================== 

//----- Constructor ----- 

CGridRect2D::CGridRect2D(void):  

{// Initialization of class data …  } 

//----- Destructor ----- 

CGridRect2D::~CGridRect2D(void) 

{// Free dynamic memory … } 

//----- Get info about class parameters ----- 

void CGridRect2D::InfoParamOut( CString* s) 

{ CString s0; s0.Format("\nGridRect2D DLL\n");  *s = s0; } 

//------------------------------------------------------------------- 

int CGridRect2D::SizeInternal( void) 

{ return m_nSizeInternal; }   
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//------------------------------------------------------------------- 

int CGridRect2D::SizeExternal( void) 

{ return m_nSizeExternal; } 

//------------------------------------------------------------------- 

Node& CGridRect2D::GetNode(int ind) 

{ return m_pNodes[ind]; } 

//----- Create 2D grid for given geometry and particle shape ----- 

void CGridRect2D::Create(MagnetGeometry* Geom, IMagnetShape* Shape,ISurface*) 

{ 

 m_pGeom = Geom; 

 m_NX =Geom->NX;  m_NY= Geom->NY; 

 double x_min = -0.5*m_pGeom->sizeX + m_pGeom->center.x; 

 double y_min = -0.5*m_pGeom->sizeY + m_pGeom->center.y; 

 double dx = m_pGeom->sizeX / m_NX;  

 double dy = m_pGeom->sizeY / m_NY;  

 double dz = m_pGeom->sizeZ; 

 double Volume = dx*dy*dz; 

 std::vector<int> vNodeNb;    // temporary neighbor array for each node 

 std::vector<double> vNodeDistToNb;// temporary array of distances to neighbors for node 

 m_GeomInd = new int* [m_NX]; 

 for(int i=0; i<m_NX; i++) 

  m_GeomInd[i] = new int[m_NY]; 

 Point3D p3; 

 p3.z = m_pGeom->center.z; 

 Node node; 

 node.z = p3.z; 

 m_nSizeInternal = 0; 

 for(int ix=0; ix<m_pGeom->NX; ix++) 

 { 

  p3.x = (ix + 0.5)*dx + x_min; 

  for(int iy=0; iy<m_pGeom->NY; iy++) 

  { 

   p3.y = (iy + 0.5)*dy + y_min;    

   if(Shape->IsInternalPoint(p3, *m_pGeom)) 

   { 



 52 

    m_GeomInd[ix][iy] = m_nSizeInternal;  

    m_nSizeInternal++; 

   } 

   else 

    m_GeomInd[ix][iy]= -1;  

  } //for(int iy=0; iy<Geom->NY; iy++) 

 } //for(int ix=0; ix<Geom->NX; ix++) 

 if(m_pNodes) 

 { 

  delete []m_pNodes;  m_pNodes = NULL; 

 } 

 m_pNodes = new Node[m_nSizeInternal]; 

 for(int ix=0; ix<m_pGeom->NX; ix++) 

 { 

  for(int iy=0; iy<m_pGeom->NY; iy++) 

  { 

   vNodeNb.clear(); 

   vNodeDistToNb.clear(); 

   if(m_GeomInd[ix][iy] >= 0) 

   { 

    int ind = m_GeomInd[ix][iy]; 

    node.nNeighbour = 0; 

    node.x = (ix + 0.5)*dx + x_min; 

    node.y = (iy + 0.5)*dy + y_min;  

    p3.x = node.x - dx;   // LEFT 

    p3.y = node.y; 

    if(ix > 0) 

    if(m_GeomInd[ix-1][iy]>=0) 

    if(Shape->IsInternalPoint(p3, *m_pGeom)) 

    { 

     vNodeNb.push_back(m_GeomInd[ix-1][iy]); 

     vNodeDistToNb.push_back(dx); 

    } 

    p3.x = node.x + dx;   // RIGHT 

    if(ix < m_pGeom->NX-1) 
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    if(m_GeomInd[ix+1][iy]>=0) 

    if(Shape->IsInternalPoint(p3, *m_pGeom)) 

    { 

     vNodeNb.push_back(m_GeomInd[ix+1][iy]); 

     vNodeDistToNb.push_back(dx); 

    } 

    p3.x = node.x; 

    p3.y = node.y - dy;   // UP 

    if(iy > 0 ) 

    if(m_GeomInd[ix][iy-1]>=0) 

    if(Shape->IsInternalPoint(p3, *m_pGeom)) 

    { 

     vNodeNb.push_back(m_GeomInd[ix][iy-1]); 

     vNodeDistToNb.push_back(dy); 

    } 

    p3.x = node.x; 

    p3.y = node.y + dy;   // DOWN 

    if(iy < m_pGeom->NY-1) 

    if(m_GeomInd[ix][iy+1]>=0) 

    if(Shape->IsInternalPoint(p3, *m_pGeom)) 

    { 

     vNodeNb.push_back(m_GeomInd[ix][iy+1]); 

     vNodeDistToNb.push_back(dy); 

    } 

    node.Volume = Volume; 

    node.nNeighbour = (short)vNodeNb.size(); 

node.pNeighbours = new int [node.nNeighbour]; 

    node.pDistanceToNeighbours = new double [node.nNeighbour]; 

    for(int inb=0; inb<node.nNeighbour; inb++) 

    { 

     if(vNodeNb[inb]>=m_nSizeInternal||vNodeNb[inb]<0)/ 

     { 

      CString s, s1; 

  s.Format(" inb=%d m_nSizeInternal=%d ind=%d", inb,m_nSizeInternal,ind); 

  s1.Format("vNodeNb[inb]=%d point(x=%lg,y=%lg)", vNodeNb[inb], p3.x, p3.y); 
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  AfxMessageBox("In Grid2D::FieldInternal index out of range\n"+s+s1); 

     } 

     node.pNeighbours[inb] = vNodeNb[inb]; 

     node.pDistanceToNeighbours[inb] = vNodeDistToNb[inb]; 

    } 

    node.ix = ix; node.iy = iy; node.iz = 1; 

    m_pNodes[ind] = node; 

   } // if(GeomInd[ix][iy]>=0) 

  } 

 } 

//----- Get node number from indecies ----- 

int CGridRect2D::GetNumber(int ix, int iy, int iz) 

{ 

 if(m_GeomInd!=NULL) 

  return m_GeomInd[ix][iy]; 

 else 

  return 0; 

} 
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// Magnet2D.h 

// Class to describe 2D magnetic particle - declaration 

class CMagneticSystemDialog; 

class CMagnet2D : public IMagnet 

{ 

 IGrid* m_pGrid; 

 IMagnetShape* m_pMagnetShape; 

 IInitialCondition* m_pInitialConditions; 

 IFieldMagnetostatic* m_pMagnetostaticField; 

 CString m_sGrid; 

 CString m_sMagnetShape; 

 CString m_sInitialConditions; 

 CString m_sMagnetostaticField; 

 MagnetGeometry m_Geometry; 

 MagnetParam m_Param; 

 VectorFieldPoint* m_pMagnetization; 

 VectorFieldPoint* m_pMagnetField; 

 double m_EnergyInternal; 

 CString m_strDllName; 

 int m_GridSize; 

 double m_dLLE_Coef1; double m_dLLE_Coef2; 

 double m_K_Exch; 

 VectorFieldPoint m_vAniz; 

 double m_K_Aniz; 

 int m_idX; int m_idY; 

 int m_Boundary_Conditions; 

 double *m_pNodeX;  

 double *m_pNodeY;  

 int m_NboundPoints; 

 int *m_pBoundPoints; 

 double m_Chirality; 

 double m_NormChirality; 

public: 

 CMagnet2D(void); 

 virtual ~CMagnet2D(void); 
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//-----------------FUNCTIONS FROM BASE INTERFACE------------------- 

 virtual bool Init(std::vector<IMagnet*>& vMagnet, int MagnetIndex); 

 virtual bool Release(void); 

 virtual int GetMagnetization(VectorFieldPoint** ppMagnMom); 

 virtual void SetInitMagnetization(void); 

 virtual VectorFieldPoint GetAverageMagnetization(); 

 virtual int GetMagnField(VectorFieldPoint** ppMagnField); 

 virtual IGrid* GetGrid(void){  return m_pGrid; } 

 virtual MagnetParam* GetMagnetParam(void){  return &m_Param; } 

 virtual MagnetGeometry* GetGeometry(void){  return &m_Geometry; } 

 virtual void FieldInternal(double DltTime); 

 virtual double EnergyCalc(void); 

 virtual double EnergyInternal(void) { return m_EnergyInternal;  } 

 virtual void Draw(CDC* pDC, const CRect& rect, int NumLayer,  

int Plane, int istepX, int istepY); 

 virtual bool Right(VectorFieldPoint* pRight); 

 virtual void DrawFragment(CDC* pDC, const CRect& rect, int NumLayer, int Plane 

    , int istepX, int istepY, int iXbeg, int iXfin, int iYbeg, int iYfin); 

 virtual void DrawFragmentRect(CDC* pDC, const CRect& rect, int NumLayer, int Plane 

    , int istepX, int istepY , CPoint beg_point, CPoint fin_point); 

 bool GetValue(CRect& rect, CPoint& point, int& ix, int& iy, int& iz); 

 double GetChirality(void); 

//-----------------FUNCTIONS FROM BASEDLL INTERFACE------------------- 

 virtual void InfoParamOut(CString* ); 

 virtual void SaveDLLParam(CStdioFile& File); 

 virtual bool LoadDLLParam(CStdioFile& File); 

//------------------------------------------------------------ 

private: 

 void drawArrow(CDC* pDC, int  xi, int  yi, int  xf, int  yf, COLORREF Colr); 

 void Initialization(void); 

 int m_AmountLayers;  

 int m_Plane; 

 int m_sizestrY; 

}; 
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// MAMagnet2D.cpp : Defines the initialization routines for the DLL. 

// Class to describe 2D magnetic particle - implementation 

#include "stdafx.h" 

#include <afxdllx.h> 

#include "resource.h" 

#include <BaseStructures.h> 

#include "interfaces.h" 

#include "Magnet2dDlg.h" 

#include "MAMagnet2d.h" 

#include <float.h> 

#include "math.h" 

#include <windows.h> 

LOGFONT my_lfont = 

   {15,     // nHeight 

     5,                           // nWidth 

     0,                           // nEscapement 

     0,                           // nOrientation 

     FW_NORMAL,                    // nWeight 

       FALSE,                       // bItalic 

     FALSE,                      // bUnderline 

     0,                           // cStrikeOut 

     ANSI_CHARSET,               // nCharSet 

     OUT_DEFAULT_PRECIS,        // nOutPrecision 

     CLIP_DEFAULT_PRECIS,       // nClipPrecision 

     PROOF_QUALITY,   //DEFAULT_QUALITY,  // nQuality 

     DEFAULT_PITCH | FF_SWISS,  // nPitchAndFamily 

    _T("Times New Roman")   //_T("Arial")};     // lpszFacename 

   }; 

const double m_PI = 3.14159265358979323846; 

const double TAN = tan(m_PI/8.); 

static AFX_EXTENSION_MODULE MAMagnet2DDLL = { NULL, NULL }; 

extern "C" int APIENTRY 

DllMain(HINSTANCE hInstance, DWORD dwReason, LPVOID lpReserved) 

{ … } 
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//------------------------------------------------------------------ 

extern "C" __declspec( dllexport ) IMagnet* CreateObj(); 

extern "C" __declspec( dllexport ) void DestroyObj(IMagnet* pI); 

//==================================================== 

IMagnet* CreateObj() 

{ return (IMagnet*) new CMagnet2D; } 

//==================================================== 

void DestroyObj(IMagnet* pI) 

{ delete pI;  } 

//==================================================== 

//----- Constructor ----- 

CMagnet2D::CMagnet2D(void) 

{// Initialization class data … } 

//----- Get info about particle parameters ----- 

void CMagnet2D::InfoParamOut(CString* s) 

{ 

 CString s0, s1; 

 s0.Format("\nParam Magnet2D \n"); 

 s1.Format(" K_Aniz mod=%lg phi=%lg theta=%lg" 

,m_Param.K_Anizotropy_mod, m_Param.K_Anizotropy_phi, 

m_Param.K_Anizotropy_theta);  

 s0 += s1; 

 s1.Format(" koef_intr=%lg AlRlx=%lg Ms=%lg Gam=%lg\n" 

,m_Param.J_Ph, m_Param.AlphaRelax, m_Param.Ms_Ph, m_Param.Gamma_Ph); 

 s0 += s1; 

 s1.Format(" center(%lg, %lg, %lg)" 

   ,m_Geometry.center.x, m_Geometry.center.y, m_Geometry.center.z); 

 s0 += s1; 

 s1.Format(" size (%lg, %lg, %lg)" 

   ,m_Geometry.sizeX, m_Geometry.sizeY, m_Geometry.sizeZ); 

 s0 += s1; 

 s1.Format(" NX=%d, NY=%d, NZ=%d\n" 

   ,m_Geometry.NX, m_Geometry.NY, m_Geometry.NZ); 

 s0 += s1; 

 m_pMagnetShape->InfoParamOut(&s1);  s0 += s1; 
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 m_pGrid->InfoParamOut(&s1);   s0 += s1; 

 m_pMagnetostaticField->InfoParamOut(&s1); s0 += s1; 

 m_pInitialConditions->InfoParamOut(&s1); s0 += s1; 

 *s = s0; 

} 

//---------------------------------------------------- 

void CMagnet2D::SaveDLLParam(CStdioFile& file) 

{// Save class data into file … } 

//---------------------------------------------------- 

bool CMagnet2D::LoadDLLParam(CStdioFile& file) 

{// Load class data from file … } 

//----- Destroy auxaliary objects and unload DLLs when particle has been destroyed ----- 

bool CMagnet2D::Release(void) 

{// Destroy objects … } 

//----- Initialization particle parameters ----- 

bool CMagnet2D::Init(std::vector<IMagnet*>& vMagnet, int MagnetIndex) 

{ 

 char lpFilename[_MAX_PATH]; 

 DWORD nSize = _MAX_PATH; 

 nSize = GetModuleFileName(MAMagnet2DDLL.hModule, lpFilename, nSize); 

 m_strDllName = lpFilename; 

 CMagnet2DDlg dlg; 

 dlg.m_vMagnet = vMagnet; 

 dlg.m_MagnetIndex = MagnetIndex; 

 dlg.m_Geometry  = m_Geometry; 

 dlg.m_Param         = m_Param; 

 dlg.m_AlphaRelax  = m_Param.AlphaRelax; 

 dlg.m_Gamma  = m_Param.Gamma_Ph;  

 dlg.m_J_Ph   = m_Param.J_Ph; 

 dlg.m_K_Anizotropy_mod = m_Param.K_Anizotropy_mod; 

 dlg.m_K_Anizotropy_theta = m_Param.K_Anizotropy_theta; 

 dlg.m_K_Anizotropy_phi = m_Param.K_Anizotropy_phi; 

 dlg.m_MS   = m_Param.Ms_Ph; 

 dlg.m_pMagnetShape  = m_pMagnetShape; 

 dlg.m_pInitialConditions = m_pInitialConditions; 
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 dlg.m_pMagnetostaticField = m_pMagnetostaticField; 

 dlg.m_pGrid   = m_pGrid; 

 dlg.m_sMagnetShape  = m_sMagnetShape; 

 dlg.m_sInitialConditions = m_sInitialConditions; 

 dlg.m_sMagnetostaticField = m_sMagnetostaticField; 

 dlg.m_Boundary_Conditions   = m_Boundary_Conditions; 

 if(dlg.DoModal() != IDOK) 

  return false; 

 m_pMagnetShape  = dlg.m_pMagnetShape; 

 m_pInitialConditions  = dlg.m_pInitialConditions; 

 m_pMagnetostaticField = dlg.m_pMagnetostaticField; 

 m_pGrid   = dlg.m_pGrid; 

 m_sMagnetShape  = dlg.m_sMagnetShape; 

 m_sInitialConditions  = dlg.m_sInitialConditions; 

 m_sMagnetostaticField = dlg.m_sMagnetostaticField; 

 m_sGrid   = dlg.m_sGrid; 

 m_Boundary_Conditions       = dlg.m_Boundary_Conditions; 

 m_Geometry   = dlg.m_Geometry; 

 m_Param.AlphaRelax = dlg.m_AlphaRelax; 

 m_Param.Gamma_Ph  = dlg.m_Gamma; // 1/erg sec -> 1/erg nsec 

 m_Param.J_Ph  = dlg.m_J_Ph;  // erg/cm -> erg/nm 

 m_Param.K_Anizotropy_mod = dlg.m_K_Anizotropy_mod; 

 m_Param.K_Anizotropy_theta = dlg.m_K_Anizotropy_theta; 

 m_Param.K_Anizotropy_phi  = dlg.m_K_Anizotropy_phi; 

 m_Param.Ms_Ph   = dlg.m_MS; // oersted 

 m_pInitialConditions->SetMagnetization(this); 

 return true; 

} 

//---------------------------------------------------- 

int CMagnet2D::GetMagnetization(VectorFieldPoint** ppMagnMom) 

{ 

 *ppMagnMom = m_pMagnetization; 

 return m_GridSize; 

} 

//---------------------------------------------------- 
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void CMagnet2D::SetInitMagnetization(void) 

{ m_pInitialConditions->SetMagnetization(this); } 

//---------------------------------------------------- 

VectorFieldPoint CMagnet2D::GetAverageMagnetization() 

{ 

 VectorFieldPoint AvField = 0.0; 

 for(int i=0; i<m_GridSize; i++) 

  AvField += m_pMagnetization[i];  

 AvField /= (m_GridSize * m_Param.Ms_Ph); 

 return AvField;  

} 

//---------------------------------------------------- 

int CMagnet2D::GetMagnField(VectorFieldPoint** ppMagnField) 

{ 

 *ppMagnField = m_pMagnetField; 

 return m_GridSize; 

} 

//----- Calculation internal magnetic field ----- 

void CMagnet2D::FieldInternal(double DltTime) 

{ 

 for(int i1=0; i1<m_GridSize; i1++) 

  m_pMagnetField[i1] = 0.; 

 

//--------------AddFieldAnizotropy------------- 

 if(m_Param.K_Anizotropy_mod!=0.) 

  for(int i2=0; i2<m_GridSize; i2++) 

  { 

   double Mij_K_Aniz = scal_prod(m_pMagnetization[i2], m_vAniz); 

 m_pMagnetField[i2] = m_pMagnetField[i2] + m_K_Aniz * Mij_K_Aniz * m_vAniz; 

  } 

//--------------AddFieldExchange--------------- 

 for(int i3=0; i3<m_GridSize; i3++) 

 { 

  VectorFieldPoint aJ = 0.0; 

  double aJX = 0.; double aJY = 0.; double aJZ = 0.; 
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  Node nd = m_pGrid->GetNode(i3); 

  for(int kn=0; kn<nd.nNeighbour; kn++) 

  { 

   int k_nb = nd.pNeighbours[kn]; 

   double d = nd.pDistanceToNeighbours[kn]; 

   double d2 = 1./(d*d); 

   if(k_nb<0 || k_nb>=m_GridSize) 

   { 

    CString s; 

    s.Format(" k_nb=%d, m_GridSize=%d",k_nb,m_GridSize); 

   AfxMessageBox("In CMagnet2D::FieldInternal index out of range\n"+s); 

   } 

   aJ += d2 * (m_pMagnetization[k_nb] - m_pMagnetization[i3]);  

  } 

  m_pMagnetField[i3] += m_K_Exch * aJ; 

 } 

//--------------AddFieldMagnetostatic--------------- 

  m_pMagnetostaticField->AddField(this); 

  m_EnergyInternal = EnergyCalc(); 

} 

//----- Draw magnetization distributiont in particle ----- 

void CMagnet2D::Draw(CDC* pDC, const CRect& rect, int NumLayer, int Plane, int idX, int idY) 

{ 

 pDC->PatBlt(0,0,rect.Width(),rect.Height(),WHITENESS); 

 COLORREF Color = pDC->SetBkColor(RGB(255,255,255)); 

 CString st,s1,sti; 

 CSize sizestr = CSize(0,0); 

 CSize sizestr1; 

 st.Format("x=%lg y=%lg z=%lg sizeZ=%lg     " 

 , m_Geometry.center.x, m_Geometry.center.y, m_Geometry.center.z, m_Geometry.sizeZ); 

 pDC->TextOut(rect.left+10, rect.top+5, st); 

 sizestr1 = pDC->GetTextExtent(st); 

 sizestr.cy +=sizestr1.cy; 

 m_pMagnetShape->InfoParamOut(&s1); 

 sti=s1.Mid(1,s1.GetLength()-1); 
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 pDC->TextOut(rect.left+10, rect.top+20, sti); 

 sizestr1 = pDC->GetTextExtent(sti); 

 sizestr.cy +=sizestr1.cy; 

 VectorFieldPoint AvField = GetAverageMagnetization(); 

 st.Format("<M>/Ms=(%lg %lg %lg)", AvField.vx, AvField.vy, AvField.vz); 

 pDC->TextOut(rect.left+10, rect.top+35, st); 

 sizestr1 = pDC->GetTextExtent(st); 

 sizestr.cy +=sizestr1.cy; 

 double Energy_erg = 1.e-21 * m_EnergyInternal; // Oe^2 * nm^3 -> erg 

 double dx = m_Geometry.sizeX/m_Geometry.NX; 

 double dy = m_Geometry.sizeY/m_Geometry.NY; 

 double dz = m_Geometry.sizeZ/m_Geometry.NZ; 

 double VolumeCell = dx*dy*dz*1.e-21;   // nm*nm*nm -> cm*cm*cm 

 double Nf = 

Energy_erg/(2.*m_PI*m_GridSize*VolumeCell*m_Param.Ms_Ph*m_Param.Ms_Ph); 

 st.Format("E(erg)=%lg Nf=%lg", Energy_erg,Nf);  

 pDC->TextOut(rect.left+10, rect.top+50, st); 

 sizestr1 = pDC->GetTextExtent(st); 

 sizestr.cy +=sizestr1.cy; 

 m_sizestrY = sizestr.cy; 

 Color = pDC->SetBkColor(Color); 

 int Nx = m_Geometry.NX;  int Ny = m_Geometry.NY; 

 int cellX = rect.Width()/Nx;  int cellY = (rect.Height()-sizestr.cy)/Ny; 

 int h = rect.Height();   int w = rect.Width(); 

 double coef_MX = idX*0.8*cellX / m_Param.Ms_Ph; 

 double coef_MY = idY*0.8*cellY / m_Param.Ms_Ph; 

 int x0Pict = idX*cellX; 

 int y0Pict = rect.Height()- idY*cellY;  

 double nodeXmin = m_Geometry.center.x - m_Geometry.sizeX/2.; 

 double nodeYmin = m_Geometry.center.y - m_Geometry.sizeY/2.; 

 CPen PenBlue; CPen PenRed;  CPen PenBlack; CPen* pSafePen; 

 PenRed.CreatePen(PS_SOLID, 1, RGB(255,0,0)); 

 PenBlue.CreatePen(PS_SOLID, 1, RGB(0,0,255)); 

 PenBlack.CreatePen(PS_SOLID, 1, RGB(0,0,0)); 

 CPen CurPen; 
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 for(int ix=0; ix<Nx; ix+=idX) 

 for(int iy=0; iy<Ny; iy+=idY) 

 { 

  int i = m_pGrid->GetNumber(ix,iy,0); 

  if(i<0) 

   continue; 

  Node node = m_pGrid->GetNode(i); 

  int xi = x0Pict + ix*cellX; 

  int yi = y0Pict - iy*cellY;/ 

  double FX =  m_pMagnetization[i].vx; 

  double FY =  m_pMagnetization[i].vy; 

  double MZ =  m_pMagnetization[i].vz; 

  int Colr_ = 200; 

  double FZ = MZ/m_Param.Ms_Ph; 

  if(FZ>0) 

   Color = RGB((int)(FZ*255),0,0); 

  else 

   Color = RGB(0,0,(int)(-FZ*255)); 

  CurPen.CreatePen(PS_SOLID, 1, Color);/ 

  pSafePen = pDC->SelectObject(&CurPen);  

  COLORREF Colr = RGB(Colr_*MZ, Colr_*MZ, Colr_*MZ); // color of cell   

  int xf = xi + (int)(coef_MX * FX);    

  int yf = yi - (int)(coef_MY * FY); 

  pDC->FillSolidRect(xi-1, yi-1, 3, 3,  Color);/ 

     drawArrow( pDC, xi, yi, xf, yf,  Color); 

  CurPen.DeleteObject(); 

  pDC->SelectObject(pSafePen); 

 } 

 PenRed.DeleteObject(); 

 PenBlue.DeleteObject(); 

     PenBlack.DeleteObject(); 

} 

 

 

//----- Draw part of particle ----- 
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void CMagnet2D::DrawFragment(CDC* pDC, const CRect& rect, int NumLayer, int Plane 

     , int idX, int idY, int iXbeg, int iXfin, int iYbeg, int iYfin) 

{ … } 

//----- Get indices for drawimg particle fragment ----- 

bool CMagnet2D::GetValue(CRect& rect, CPoint& point, int& ix, int& iy, int& iz) 

{ 

 int iWidth = rect.Width(); int iHeight = rect.Height(); 

 int m_NX = GetGeometry()->NX; 

 int m_NY = GetGeometry()->NY; 

 int m_NZ = GetGeometry()->NZ; 

 double Ix2Dx;  double Iy2Dy; 

 switch(m_Plane) 

 { 

 case 0:  

  Ix2Dx = (double)(m_NX+1) / iWidth; 

  Iy2Dy = (double)(m_NY+1) / (iHeight- m_sizestrY); 

  ix = (int)(point.x * Ix2Dx); 

  iy = (int)((iHeight - point.y ) * Iy2Dy); 

  break; //XY- PLANE 

 case 1: 

  Ix2Dx = (double)m_NX / iWidth; 

  Iy2Dy = (double)m_NZ / iHeight; 

  ix = (int)(point.x * Ix2Dx); 

  iz = (int)((iHeight - m_sizestrY - point.y) * Iy2Dy); 

  break; //XZ- PLANE 

 case 2: 

  Ix2Dx = (double)m_NY / iWidth; 

  Iy2Dy = (double)m_NZ / iHeight; 

  iy = (int)(point.x * Ix2Dx); 

  iz = (int)((iHeight - m_sizestrY - point.y) * Iy2Dy); 

  break; //YZ- PLANE    

 } 

 return true; 

} 

//----- Draw part of multilayer particle ----- 
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void CMagnet2D::DrawFragmentRect(CDC* pDC, const CRect& rect, int NumLayer, int Plane 

     , int idX, int idY, CPoint beg_point, CPoint fin_point) 

{// … } 

//----- Calculation right part of Landau-Lifshits equation ----- 

bool CMagnet2D::Right(VectorFieldPoint* pRight) 

{ 

 for(int i=0; i<m_GridSize; i++) 

 { 

  double MHx = m_pMagnetization[i].vy * m_pMagnetField[i].vz -  

      m_pMagnetization[i].vz * m_pMagnetField[i].vy; 

  double MHy = m_pMagnetization[i].vz * m_pMagnetField[i].vx -  

      m_pMagnetization[i].vx * m_pMagnetField[i].vz; 

  double MHz = m_pMagnetization[i].vx * m_pMagnetField[i].vy -  

      m_pMagnetization[i].vy * m_pMagnetField[i].vx; 

  double MMHx = m_pMagnetization[i].vy*MHz - m_pMagnetization[i].vz*MHy; 

  double MMHy = m_pMagnetization[i].vz*MHx - m_pMagnetization[i].vx*MHz; 

  double MMHz = m_pMagnetization[i].vx*MHy - m_pMagnetization[i].vy*MHx; 

  pRight[i].vx = -m_dLLE_Coef1*MHx - m_dLLE_Coef2*MMHx; 

  pRight[i].vy = -m_dLLE_Coef1*MHy - m_dLLE_Coef2*MMHy; 

  pRight[i].vz = -m_dLLE_Coef1*MHz - m_dLLE_Coef2*MMHz; 

 } 

 return TRUE; 

} 

//------------------------------------------------------------------- 

void CMagnet2D::drawArrow(CDC* pDC, int  xi, int  yi, int  xf, int  yf, COLORREF Colr) 

{ 

 const double R = 0.7; 

 const double R_tan_Bet = R * TAN; 

 pDC->MoveTo(xi, yi); 

 pDC->SetPixelV(xi, yi, RGB(0,0,0)); 

 pDC->LineTo(xf, yf); 

 int x1 = xf - (int)(R * (xf-xi));  

 int y1 = yf - (int)(R * (yf-yi)); 

 int x2 = (int)(R_tan_Bet * (yf-yi));    

 int y2 = (int)(R_tan_Bet * (xf-xi));         
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 pDC->LineTo(x1+x2, y1-y2); 

 pDC->MoveTo(xf, yf); 

 pDC->LineTo(x1-x2, y1+y2); 

} 

//----- Initialization particle parameters ------ 

void CMagnet2D::Initialization(void) 

{// Initialization class data … } 

//------------------------------------------------------------------------ 

 double CMagnet2D::EnergyCalc(void) 

 { 

 double Energy = 0.; 

 for(int i=0; i<m_GridSize; i++) 

  Energy -= scal_prod(m_pMagnetField[i], m_pMagnetization[i]); 

 return 0.5 * Energy * m_pGrid->GetNode(0).Volume; 

 } 

//------------------------------------------------------------------------ 

double CMagnet2D::GetChirality(void) 

{ 

 double Chirality =0.; 

 for (int ib=0; ib < m_NboundPoints; ib++) 

 { 

  int ig = m_pBoundPoints[ib];  

  Node nd = m_pGrid->GetNode(ig); 

  Chirality+= -nd.y*m_pMagnetization[ig].vx+nd.x*m_pMagnetization[ig].vy;  

 } 

 m_Chirality = Chirality*m_NormChirality; 

 return m_Chirality; 

} 
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// EO_TempFieldVortex.h 

// Class for external magnetic field (direct+temperature+local vortex field) - declaration 

#include "Random.h" 

class CEO_TempFieldVortex : public IExternalObject 

{ 

 VectorFieldPoint m_vDirectMagnField; 

 CString m_strDllName; 

 double m_dDirectMagnFieldMod; 

 double m_dDirectMagnFieldTheta; 

 double m_dDirectMagnFieldPhi; 

 VectorFieldPoint* m_AverageMagnetization; 

 double* m_EnergyInternal; 

 double m_Temperature; 

 double m_SqrtTemperature; 

 INTURAND m_iura; 

 double* m_coef_Temperature; 

 FILE* m_FileRes; 

 double m_StepOutputResult; 

 double m_TimeOut; 

 int m_MCsize; 

 int m_rCWvortex; 

 double m_MagnFieldModVortex; 

 double m_Xcenter; double m_Ycenter; 

 double m_RadiusVortex; 

 double m_Radius2; 

 double m_MagnFieldModCircle; 

 double m_MagnFieldThetaCircle; 

 double m_MagnFieldPhiCircle; 

 VectorFieldPoint m_vMagnFieldCircle; 

 std::vector<Node>* m_vNodeCircle; 

 int* m_NumberInCircle; 

 std::vector<int>* m_vNodeCircleIndex; 

 IGrid** m_pGrid; 

 MagnetGeometry** m_pGeom; 

 int m_Boundary_Conditions; 



 69 

public: 

 CEO_TempFieldVortex(void); 

 virtual ~CEO_TempFieldVortex(void); 

 virtual bool Init(std::vector<IMagnet*>& vMagnets, double DltTime); 

 virtual void AddField(std::vector<IMagnet*>& vMagnets, double Time); 

 virtual bool LoopParam(CMagneticSystem* pMagnSys){ return true; } 

 virtual void ChangeParam(void); 

 virtual CString GetCurrentParam(void); 

 virtual void AddAccumulator(CMagneticSystem* pMagnSys); 

 virtual void ClearAccumulator(void){ } 

 virtual void OutResult(CMagneticSystem* pMagnSys); 

 virtual bool IsTrajEnd(CMagneticSystem* pMagnSys){return false;} 

//-----------------FUNCTIONS FROM BASEDLL INTERFACE------------------- 

 virtual void InfoParamOut(CString*); 

 virtual void SaveDLLParam(CStdioFile& File); 

 virtual bool LoadDLLParam(CStdioFile& File); 

private: 

 void Initialization(void); 

}; 
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// EO_TempFieldVortex.cpp 

// Class for external magnetic field (direct+temperature+local vortex field) - declaration 

#include "stdafx.h" 

#include <afxdllx.h> 

#include "resource.h" 

#include <BaseStructures.h> 

#include <interfaces.h> 

#include "MagneticSystem.h" 

#include "EO_TempFieldVortex.h" 

#include "EO_TempFieldVortex_Dlg.h" 

 

const double K_Bolt = 1.38066e-16;  // erg/grad 

const double m_PI = 3.14159265358979323846; 

static AFX_EXTENSION_MODULE EO_TempFieldVortexDLL = { NULL, NULL }; 

extern "C" int APIENTRY 

DllMain(HINSTANCE hInstance, DWORD dwReason, LPVOID lpReserved) 

{ … } 

//------------------------------------------------------------------ 

extern "C" __declspec( dllexport ) IExternalObject* CreateObj(); 

extern "C" __declspec( dllexport ) void DestroyObj(IExternalObject* pI); 

//==================================================== 

IExternalObject* CreateObj() 

{ return (IExternalObject*) new CEO_TempFieldVortex; } 

//==================================================== 

void DestroyObj(IExternalObject* pI) 

{ delete pI;  } 

//----- Constructor ----- 

CEO_TempFieldVortex::CEO_TempFieldVortex(void) 

{// Initialization class data … } 

//----- Destructor ----- 

CEO_TempFieldVortex::~CEO_TempFieldVortex(void) 

{// Free dynamic memory …  } 

//----- Get info about class parameters ------ 

void CEO_TempFieldVortex::InfoParamOut(CString* s) 

{ 
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 CString s0,s1; 

 s0.Format("\nEO_TempFieldVortex\n"); 

 s1.Format("Temperature=%lg\n",m_Temperature); 

 s0 += s1; 

 s1.Format("MagnField Mod=%lg Theta=%lg Phi=%lg\n" 

   ,m_dDirectMagnFieldMod 

   ,m_dDirectMagnFieldTheta 

   ,m_dDirectMagnFieldPhi); 

 s0 += s1; 

 s1.Format("Xcenter=%lg Ycenter=%lg MagnFieldModVortex=%lg\n" 

   ,m_Xcenter 

   ,m_Ycenter 

   ,m_MagnFieldModVortex 

   ); 

 if(m_rCWvortex == -1) 

 { s1.Format(" ClockWize");  s0+=s1; } 

 else 

 { s1.Format(" AntiClockWize");  s0+=s1; } 

 s0 += s1; 

 *s = s0; 

} 

//----- Save class data into file ----- 

void CEO_TempFieldVortex::SaveDLLParam(CStdioFile& file) 

{// … } 

//----- Load class data from file ----- 

bool CEO_TempFieldVortex::LoadDLLParam(CStdioFile& file) 

{// … } 

//------------------------------------------------------------------ 

bool CEO_TempFieldVortex::Init(std::vector<IMagnet*>& vMagnets, double DltTime) 

{ 

 char lpFilename[_MAX_PATH]; 

 DWORD nSize = _MAX_PATH; 

 nSize = GetModuleFileName(EO_TempFieldVortexDLL.hModule, lpFilename, nSize); 

 m_strDllName = lpFilename; 

 CEO_TempFieldVortex_Dlg dlg; 
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 dlg.m_Temperature       = m_Temperature; 

 dlg.m_dDirectMagnFieldMod   = m_dDirectMagnFieldMod; 

 dlg.m_dDirectMagnFieldTheta  = m_dDirectMagnFieldTheta; 

 dlg.m_dDirectMagnFieldPhi  = m_dDirectMagnFieldPhi; 

 dlg.m_StepOutputResult  = m_StepOutputResult; 

 dlg.m_Xcenter   = m_Xcenter; 

 dlg.m_Ycenter   = m_Ycenter; 

 dlg.m_RadiusVortex   = m_RadiusVortex; 

 dlg.m_MagnFieldModVortex     = m_MagnFieldModVortex; 

 dlg.m_rCWvortex   = 0; 

 dlg.m_Boundary_Conditions    =  m_Boundary_Conditions; 

 dlg.m_MagnFieldModCircle  = m_MagnFieldModCircle; 

 dlg.m_MagnFieldThetaCircle = m_MagnFieldThetaCircle; 

 dlg.m_MagnFieldPhiCircle  = m_MagnFieldPhiCircle; 

 

 if(dlg.DoModal() != IDOK) 

  return false; 

 m_Temperature   = dlg.m_Temperature; 

 m_dDirectMagnFieldMod  = dlg.m_dDirectMagnFieldMod; 

 m_dDirectMagnFieldTheta   = dlg.m_dDirectMagnFieldTheta; 

 m_dDirectMagnFieldPhi  = dlg.m_dDirectMagnFieldPhi; 

 m_StepOutputResult   = dlg.m_StepOutputResult; 

 m_Xcenter    = dlg.m_Xcenter; 

 m_Ycenter    = dlg.m_Ycenter; 

 m_RadiusVortex   = dlg.m_RadiusVortex; 

  m_Radius2   = m_RadiusVortex*m_RadiusVortex; 

 m_MagnFieldModVortex  = dlg.m_MagnFieldModVortex; 

 if(dlg.m_rCWvortex == 1) m_rCWvortex = -1; 

 if(dlg.m_rCWvortex == 0) m_rCWvortex =  1; 

 m_Boundary_Conditions  = dlg.m_Boundary_Conditions; 

 m_MagnFieldModCircle = dlg.m_MagnFieldModCircle; 

 m_MagnFieldThetaCircle = dlg.m_MagnFieldThetaCircle; 

 m_MagnFieldPhiCircle = dlg.m_MagnFieldPhiCircle; 

 m_MCsize = (int)vMagnets.size(); 

 Initialization(); 
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 m_NumberInCircle = new int[m_MCsize]; 

 m_vNodeCircleIndex = new std::vector<int>[m_MCsize]; 

 m_vNodeCircle = new std::vector<Node>[m_MCsize]; 

 m_pGrid = new IGrid*[m_MCsize]; 

 m_pGeom = new MagnetGeometry*[m_MCsize]; 

 for(int im=0; im<m_MCsize; im++) 

 { 

  IGrid* pGrid = vMagnets[im]->GetGrid(); 

  m_pGrid[im] = pGrid; 

  MagnetGeometry* Geom = vMagnets[im]->GetGeometry(); 

  m_pGeom[im] = Geom; 

  int GridSize = pGrid->SizeInternal(); 

  Node nd = pGrid->GetNode(0); 

  double Vol = nd.Volume; 

  MagnetParam* pMagnetParam = vMagnets[im]->GetMagnetParam(); 

  double Ms = pMagnetParam->Ms_Ph; 

  m_SqrtTemperature = sqrt(m_Temperature); 

  double coef_T = 2. * pMagnetParam->AlphaRelax * K_Bolt / 

  ( Ms*Ms*Ms * pMagnetParam->Gamma_Ph * DltTime*1.e-9 * Vol*1.e-21); 

  m_coef_Temperature[im] = Ms * sqrt(coef_T); 

  m_AverageMagnetization[im] = 0.; 

  m_EnergyInternal[im]  = 0.; 

  m_vNodeCircle[im].clear(); 

  m_vNodeCircleIndex[im].clear(); 

  m_NumberInCircle[im] = 0; 

  double sizeX = Geom->sizeX; 

  double sizeY = Geom->sizeY; 

  int NX = Geom->NX; 

  int NY = Geom->NY; 

  for (int i=0; i<GridSize; i++) 

  { 

   double xi = pGrid->GetNode(i).x - m_Xcenter; 

   double yi = pGrid->GetNode(i).y - m_Ycenter; 

   double xiR = pGrid->GetNode(i).x - m_Xcenter + sizeX; 

   double yiU = pGrid->GetNode(i).y - m_Ycenter + sizeY; 
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   double xiL = pGrid->GetNode(i).x - m_Xcenter - sizeX; 

   double yiD = pGrid->GetNode(i).y - m_Ycenter - sizeY; 

   if(   xi*xi   + yi*yi   <= m_Radius2 ) 

   { m_vNodeCircleIndex[im].push_back(i); 

    m_NumberInCircle[im]++; 

    m_vNodeCircle[im].push_back(pGrid->GetNode(i)); 

   } 

   if(m_Boundary_Conditions == 0) 

   { 

    if(   xiR*xiR + yi*yi   <= m_Radius2 ) 

    {  

     m_vNodeCircleIndex[im].push_back(i); 

     m_NumberInCircle[im]++; 

     m_vNodeCircle[im].push_back(pGrid->GetNode(i)); 

 

     int iend = m_vNodeCircle[im].size(); 

     Node nd = m_vNodeCircle[im][iend-1]; 

     nd.x = nd.x + sizeX; 

     m_vNodeCircle[im][iend-1] = nd; 

    } 

    if(   xiL*xiL + yi*yi   <= m_Radius2 ) 

    {  

     m_vNodeCircleIndex[im].push_back(i); 

     m_NumberInCircle[im]++; 

     m_vNodeCircle[im].push_back(pGrid->GetNode(i)); 

       

     int iend = m_vNodeCircle[im].size(); 

     Node nd = m_vNodeCircle[im][iend-1]; 

     nd.x = nd.x  - sizeX; 

     m_vNodeCircle[im][iend-1] = nd; 

    } 

    if(   xi*xi   + yiU*yiU <= m_Radius2 ) 

    {  

     m_vNodeCircleIndex[im].push_back(i); 

     m_NumberInCircle[im]++; 
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     m_vNodeCircle[im].push_back(pGrid->GetNode(i)); 

      

     int iend = m_vNodeCircle[im].size(); 

     Node nd = m_vNodeCircle[im][iend-1]; 

     nd.y = nd.y  + sizeY; 

     m_vNodeCircle[im][iend-1] = nd; 

    } 

    if(   xi*xi   + yiD*yiD <= m_Radius2 ) 

    { m_vNodeCircleIndex[im].push_back(i); 

     m_NumberInCircle[im]++; 

       m_vNodeCircle[im].push_back(pGrid->GetNode(i)); 

      

     int iend = m_vNodeCircle[im].size(); 

     Node nd = m_vNodeCircle[im][iend-1]; 

     nd.y = nd.y - sizeY; 

     m_vNodeCircle[im][iend-1] = nd; 

    } 

   } 

  } 

 } 

 m_FileRes = fopen("EO_TempFieldVortex.dat" ,"at"); 

 fprintf(m_FileRes, "         Time            T      MagFldMod    MagFldTheta    MagFldPhi    "); 

 for(int im=0; im < m_MCsize; im++) 

fprintf(m_FileRes, "     %2dAvMagX     %2dAvMagY     %2dAvMagZ   %2dAvEnergy        

%2dMHx        %2dMHy", im, im, im, im, im, im); 

 fprintf(m_FileRes, " \n"); 

 fclose(m_FileRes); 

 return true; 

} 

//----- Dynamic change some parameters ------ 

void CEO_TempFieldVortex::ChangeParam(void) 

{// … } 
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//----- Calculation external magnetic field ----- 

void CEO_TempFieldVortex::AddField(std::vector<IMagnet*>& vMagnets, double Time) 

{ 

 VectorFieldPoint* pH = NULL; 

 for (unsigned int iMagnet=0; iMagnet<vMagnets.size(); iMagnet++) 

 { 

  int GridSize = vMagnets[iMagnet]->GetMagnField(&pH); 

  IGrid* pGrid = vMagnets[iMagnet]->GetGrid(); 

  MagnetGeometry* Geom = vMagnets[iMagnet]->GetGeometry(); 

  double sizeX = Geom->sizeX; 

  double sizeY = Geom->sizeY; 

  if(m_dDirectMagnFieldMod)/ 

   for (int i=0; i<GridSize; i++) 

    pH[i]  += m_vDirectMagnField; 

  if(m_Temperature) 

  { 

   double coefT = m_coef_Temperature[iMagnet] * m_SqrtTemperature; 

   for (int i=0; i<GridSize; i++) 

   { 

    pH[i].vx += coefT * Gauss(&m_iura); 

    pH[i].vy += coefT * Gauss(&m_iura); 

    pH[i].vz += coefT * Gauss(&m_iura); 

   } 

  } 

  if(m_MagnFieldModVortex + m_MagnFieldModCircle) 

  { 

   for(int ic=0;ic<m_NumberInCircle[iMagnet]; ic++) 

   { 

    double xi = m_vNodeCircle[iMagnet][ic].x;/ 

    double yi = m_vNodeCircle[iMagnet][ic].y;/ 

    int iCI = m_vNodeCircleIndex[iMagnet][ic]; 

  pH[iCI].vx += -m_rCWvortex  * m_MagnFieldModVortex *(yi- m_Ycenter); 

  pH[iCI].vy +=  m_rCWvortex  * m_MagnFieldModVortex *(xi- m_Xcenter); 

    pH[iCI].vz +=  0.; 

    pH[iCI]  += m_vMagnFieldCircle; 
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   } 

  } 

 } 

} 

//----- Write results into file ----- 

void CEO_TempFieldVortex::OutResult(CMagneticSystem* pMagnSys) 

{// … } 

//------------------------------------------------------------------ 

CString CEO_TempFieldVortex::GetCurrentParam(void) 

{ 

 CString s; 

 s.Format("Temp=%lg H = %lg", m_Temperature, m_dDirectMagnFieldMod); 

 return s; 

} 

//----- Accumulate sums for averages ----- 

void CEO_TempFieldVortex::AddAccumulator(CMagneticSystem* pMagnSys) 

{  

 std::vector<IMagnet*>& vMagnets = pMagnSys->GetMagnetCollection(); 

 int MCsize = (int)vMagnets.size(); 

 for(int im=0; im<MCsize; im++) 

 { 

 VectorFieldPoint AverageMagnetization = vMagnets[im]->GetAverageMagnetization(); 

  double EnergyInternal = vMagnets[im]->EnergyInternal(); 

m_AverageMagnetization[im] += pMagnSys->m_dDltTime * AverageMagnetization; 

  m_EnergyInternal[im]  += pMagnSys->m_dDltTime * EnergyInternal; 

 } 

} 

//----- Initialization class data ----- 

void CEO_TempFieldVortex::Initialization(void) 

{// … } 
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Фрагменты экранных изображений 

 

 
Стартовое диалоговое окно программы SIMMAG 

 

 

 
Диалоговое окно формирования магнитной системы 
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Диалоговое окно двумерной магнитной частицы 

 

 

 

 
Диалоговое окно внешнего объекта – задание внешнего магнитного поля. 
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Магнитная система, состоящая из двух однослойных магнитных наночастиц. 

 

 

 
Распределения намагниченности в магнитных наночастицах. 
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��� ����� ����$

����0�(�� ��
�(�
��!��8(" �
� �9-������ ��'�.���" ����!	 :���!��(�!�4C�� �
��'�$

.���� ��(�� ��9!���� ������������	
	 ���
���� A���
�-� ;�
��<�����1��-�
�B �

���� !�9-�.��(�8 �(�C�(�!��8 
�9��'���� �!����!�-�����0�(��� 9���0= ���(�!�4C��

�!�.���� )'���
���! � ����!	 � 
�-��� ��������0�(��1� �
��'�.���" (��(�!�����

������� �
�!����" ?
����1�
�

ĤΨ = EΨ , A�B
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�C��(" ! !��� �
��9!�����"

Ψ = ϕ ({r}, {u}) Φ({u}) , A�B

1�� {r} � {u} $ )�� (�!������(�� ���
����� !(�� )'���
���! � ����!= (���!��(�!����=
� ������" ϕ "!'"��(" 
�6����- �!����!�-�����0�(��� 9���0� �� )'���
����= �!�.�$

C��(" ! ��'� D9�-�
�.�����D �����1�
���� ����!

Ĥel ϕ = ε({u})ϕ , A&B

Ĥel({u}) = −∑
i

h̄2

2m

∂2

∂r2
i

+
∑
i<j

e2

|ri − rj| −
∑
li

Ze2

|ul − ri| . A*B

5��(��!'"" 
�6���� A�B ! �
�!����� ?
����1�
� ( 1�-�'8�������- A�B ��'�0�-

ĤΨ = ϕ

[
−∑

l

h̄2

2M

∂2

∂u2
l

+
∑
ll ′

Z2e2

|ul − ul ′ | + ε({u})
]

Φ

−∑
l

h̄2

2M

(
2
∂Φ

∂ul

∂ϕ

∂ul

+ Φ
∂2ϕ

∂u2
l

)
. A,B

5�('���"" (�--� ! !�
�.���� A,B (!"9�!��� )'���
����4 � �����4 ���(�(��-� $ $

)�� ����������0�(��� 0'���= ����
�� ��!��(�!���� 9� )'���
�� $ �������� !9��-����$

(�!��	 ��.�� ����9��8= 0�� )'���
�� $ �������� !9��-����(�!�� !��(�� '�68 -�'�4

����!�� � ��'��� )��
1�� (�(��-� ! (�(��"��� Ψ	 +�� �� �9��0���= ������= 0�� !'�"$

��� ��('����1� 0'��� -�.�� �0�(�8 ( ��-�C84 ���
�� !�9-�C����	 3'" ������ !�'���

����������0�(��� 0'���! �-��.�- �
�!����� ?
����1�
� ĤΨ = EΨ �� ϕ∗ � �
���$

��1
�
��- �� !(�-� �
�(�
��(�!�	 >�1�� ��'�0�-@

∫
ϕ∗ ∂ϕ
∂ul

d{r} =
1

2

∂

∂ul

∫
ϕ2d{r} = 0 ,

h̄2

2M

∂2ϕ

∂u2
l

∼ h̄2

2M

∂2ϕ

∂r2
l

∼ m

M
Ekin ,

1�� Ekin $ )�� ������0�(��" )��
1�" )'���
���!= � ������" ϕ !9"�� ! �
����'�.����=

0�� )'���
��� .�(��� (!"9��� ( ����-� Aϕ = ϕ({r − u})B	
5
����
�1�" ! A,B ����������0�(��-� 0'���-�= -� ��'�0�- �
�!�����= ���(�!�4$

C�� �!����!�4 -������� ��'������ �
�(��''�0�(��� 
�6����@[
−∑

l

h̄2

2M

∂2

∂u2
l

+
∑
ll ′

Z2e2

|ul − ul ′ | + ε({u})
]

Φ = EΦ , AEB
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1�� )��
1�" )'���
���! ε({u}) 9�!�(�� �� ��'�.���" ����!= �	�	 !��(�� ����!�� � ��$
������'8��� )��
1�� ����! 9� (0�� )'���
���!	 /���0��= �
��'�.����� !�� 
�6���"

!�
�� '�68 �
��'�.����= � ��0��� 
�6���� ��'.�� ���8 9���(��� ! !��� (���
��9�$

��� < 
�9'�.���" �� ��'��-� ����
� (��(�!����� ������� )'���
����� 9���0�@

Ψ =
∑

i

ϕi({r}, {u})Φi({u}) . AFB

>���� ������ ��9!�'�' �� ��- ! �
������ ���(��8 !(� ��
����� ! (�(��-� )'���
���!=

!�9!����� �!�.����- ����!= �	�	 ��� 
�9 �0�(�8 !9��-����(�!�� -�.�� ����-�

���(�(��-�-�	

��
����������� ����������� ���� ������ � �� ���! "#�$
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��� %#� �"����� !�������&�� ����&���'���()*�� +#� �"����

��� ��	�������� ������� ���
��
����� �������

���(���� )'���
����� (!��(�! -���''� ��9�
���(" �� �
�!����� ?
����1�
� �'"

N−0�(��0��� !�'��!�� ������� Ψ(r1 s1, r2 s2, . . . rN sN) �'" !(�� N !9��-����(�!�4$

C�� )'���
���! ! ��'� D9�-�
�.�����D ����!@

Ĥel Ψ = εΨ , AGB

1�� 1�-�'8������ )'���
���! Ĥel ��
���'"��(" !�
�.����- A*B	 � ��0�(�!� �
��'�.��$

��1� -����� 
�6���" ������ 9���0� 
�((-��
�- ������= �(��!����� �� �(��'89�!����

�
����� �������	 : )��� ��'84 (��
-�'�
��- (��0�'� �������	

�� ���
���=

)�!�!�'������ �
�!����4 ?
����1�
�	 ��
���'�- ���������'

F =
∑

s1..sN

∫
dr1..drNΨ∗ Ĥel Ψ , A�HB

1�� (�--�
�!���� !����(" �� ��(�
����- 9��0���"- �
������ (���� )'���
���! ��

������
�4 9������4 �(8= � ����1
�
�!���� �� ���
������- !(�� )'���
���!	 %������$

��' A�HB ��
���'"�� �.����-�� 9��0���� )��
1�� (�(��"��"= ���(�!��-�1� -��1�)'��$

�
����� !�'��!�� �������� Ψ= 9�!�("C�� ��� �� ���
����� !(�� )'���
���!= ��� �

�� �
������ �� (����!	 �9 !�
��������1� �
������ ('�����= 0�� !�'��!�� ��������

�(��!��1� (�(��"��" "!'"��(" ����" ������" Ψ= ����
�" -���-�9�
��� )��
1�4 F A�HB	

3'" ��
���'���" )�(�
�-�-� ���������'� F ��������-� �
�!�
8�
�!��8 !�
�.����

A�HB �� Ψ∗ � !���'���8 �('�!�� ��
-�
�!��@

∑
s1..sN

∫
dr1..drNΨ∗Ψ = 1 . A��B

3'" )��1� ��
���'�- ��!�� ���������'

F̃ = F − ε

[ ∑
s1..sN

∫
dr1..drNΨ∗Ψ − 1

]
, A��B

�0���!�" �('�!�� ��
-�
�!�� A��B 0�
�9 ���9!�(���� -��.���'� ��1
��.� ε	 5
�$


�!��!�" !�
����4 )��1� ���������'� �� Ψ∗ ��'4

δF̃ =
∑

s1..sN

∫
dr1..drN

[
ĤelΨ − εΨ

]
δΨ∗ = 0 , A��B

'�1�� ��'�0��8 �
�!����� ?
����1�
� AGB	
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��� �	��� ��� ��� !"���
��

3'" 
�6���" !�
��������� 9���0� -�.�� !�(��'89�!��8(" -�����- �
����� ����$

���	 �('� ! 1�-�'8������� A*B �
����
�08 ��'���!(��- !9��-����(�!��- -�.�� )'��$

�
���-�= �� �
�!����� ?
����1�
� AGB �'" N $0�(��0��� !�'��!�� ������� Ψ 
�(��$

����(" �� N ����0�(��0��� �
�!�����

Ĥ0(ri)ψi = εi ψi , Ĥ0(ri) = − h̄2

2m

∂2

∂r2
i

+ Uion(ri) , Uion(ri) = −∑
l

Ze2

|ul − ri| , A�&B

� �(��-�� N $0�(��0��� 
�6���� -�.�� ���8 �
��(��!'��� ! !��� �
��9!�����" ����$

)'���
����� ������� ψi(ξi)@

Ψ ∝ ψ1(ξ1)ψ2(ξ2), . . . ψN(ξN) . A�*B

2��(8 ξi $ )�� (�!������(�8 ���
�������� � (����!�� ��
�-����� i$)'���
���	 ������$


�� �('�.����� !��� 
�6���"= ������= (!"9��� ( �
������- ��.��(�!����(�� 0�(���=

����
�� ! ('�0�� )'���
���! A��
-����!B �
����� ����(�--��
�9���� ��'��� !�'��$

!�� ������� ����(���'8�� ��
�(����!�� 0�(��� A�
����� 5��'�B@

Ψ(ξ1, . . . ξi, . . . ξj, . . . ξN) = −Ψ(ξ1 . . . , ξj, . . . ξi, . . . ξN)

I�6����= �0���!�4C�� �
���!���� ����(�--��
��= �
��(��!'"�� (���� (���
��9���4

�
��9!�����" A�*B � !(�� �
�1�� �
��9!������= ��'�0��-�� �9 A�*B ��
�(����!��� �
$

1�-����! ξi	 +�� �
��9!�����" ��
��(" ( !�(�-� +1 �'� −1= 0���� (��'4��'�(8 �
���$

!���� �
������ 5��'�	 +�� ����(�--��
�9�!����� �
��9!������ -�.�� ���8 9���(���

��'�� ��-������ ! !��� ����
-������ -��
��� N × N A�������
�
� �������B=

(�(��!'����1� �9 ����)'���
����� ������� ψi(ξi)@

Ψ =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(ξ1) ψ1(ξ2) .. ψ1(ξN)

ψ2(ξ1) ψ2(ξ2) .. ψ2(ξN)

.. .. .. ..

ψN(ξ1) ψN(ξ2) .. ψN(ξN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. A�,B

��.�� �����8(" ����� 
�6���� 9���0�= �0���!�4C�� !9��-����(�!�� )'���
���!=

! !��� ��(����0��� (���
��9���� ����
-������! :')��
�= ��(�
������ �� ������"�

��!9��-����(�!�4C�� )'���
���!	 ��(8-� �
�!'�����'8���= ������= �
��(��!'"��("
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������� �1
���0��8(" ����(�!����- 0'���- ! )��� (�--�= ��= ! �� .� !
�-"= �����
��8

����)'���
����� ������� �9 �('�!�" -���-�-� ���������'� F̃ 	 >���� ������ -�.��


�((-��
�!��8(" ��� -���� �
����� �������= � 
�'8 ����
� !�
8�
��-�� ��
�-��
�!

�1
��� !�� ����)'���
����� �
����
-�
�!����� ������� ψi	

�#� �����	�
� $����
%&����

��0�('�- ���������' F �� �
����� ������"� ����)'���
����1� �
��'�.���"	

2���6�- 1�-�'8������ ! !���@

Ĥ =
∑

i

(
− h̄2

2m

∂2

∂r2
i

+ Uion(ri)

)
+
∑
i<j

e2

|ri − rj| =
∑

i

Ĥ0(ri) +
1

2

∑
i�=j

e2

|ri − rj| . A�EB

��0��- ( !�0�('���" !�'��� F1 ! ���������' �� 0�(�� 1�-�'8������� Ĥ0@

Ĥ0 =
∑

i

Ĥ0(ri) =
∑

i

(
− h̄2

2m

∂2

∂r2
i

+ Uion(ri)

)

2���6�- ��
���'���'8 :')��
� ! !��� 
�9'�.���" ����
-������ A
�9'�.���" ���'�$

(�B �� ����-� �9 (��'���!@

Ψ =
1√
N !

∑
j

ψj(ξi) Mj , A�FB

1��Mj $ (���!��(�!�4C�� �'1��
��0�(��� ����'����"	 ����
�" ! ��.��- 0'��� (�--�

�� i 
�9'�.���� ����
-������ �� (���!��(�!�4C�-� (��'���= ��'�0�-@

F1 =
1

N !

∑
s1..sN

∫
dr1..drN

N∑
i=1

∑
j

ψ∗
j (ξi)M

∗
j Ĥ0(ri)

∑
n

ψn(ξi)Mn . A�GB

5�(��'8�� ! �'1��
��0�(��- ����'����� Mj ��(��(�!��� ������" ψj= � ! �'1��
��0�$

(��- ����'����� Mn ��(��(�!��� ������" ψn= )�� �'1��
��0�(��� ����'����" ���9�$

!�4�(" �
��1���'8��-� �
� j �= n@

F1 =
(N − 1)!

N !

N∑
i=1

∑
si

∫
dri

∑
j

∑
n

ψ∗
j (ξi) Ĥ0(ri) ψn(ξi) δjn A�HB

=
∑
j

∑
s

∫
dr ψ∗

sj(r) Ĥ0(r) ψsj(r) .

2��(8 !�'��!�" ������" j$1� (�(��"��" ψsj(r) = ψj(r)χj(s) ���(�!��� �
�(�
��(�!��$

��� 
�(�
���'���� �-�'����� !�
�"���(�� �-��8 �
�����4 s (���� �� !��
����4 �(8	

/��
�������" � (����!�" 0�(�� !�'��!�� ������� 
�9��'"4�(" ! (�'� ��(��(�!�"

"!��� 9�!�(�-�(�� 1�-�'8������� �� (����!�� ���
���
�!	
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�" ��
���'"��(" ��'���!(��- !9��-�$

���(�!��-@

F2 =
∑
i�=j

∑
s1..sN

∫
dr1..drN Ψ∗ e2

2|ri − rj| Ψ . A��B

��(��'89��-(" 
�9'�.����- ���'�(� �� �!�- (��'���-@

Ψ =
1√
N !

∑
m>n

(ψn(ξi)ψm(ξj) − ψn(ξj)ψm(ξi)) Mnm , A��B

1�� Mnm $(���!��(�!�4C�� �'1��
��0�(��� ����'����"	 5��(��!�! )�� 
�9'�.���� !

���������'= ��'�0�-@

F2 =
1

N !

∑
i�=j

∑
m>n
l>k

∑
s1..sN

∫
dr1..drN (ψ∗

n(ξi) ψ
∗
m(ξj) − ψ∗

n(ξj) ψ
∗
m(ξi))

× e2

2|ri − rj| (ψk(ξi)ψl(ξj) − ψk(ξj)ψl(ξi)) M
∗
nm Mkl . A��B

�
��1���'8��(�8 �'1��
��0�(��� ����'����� �
�!���� � ��-�= 0�� ��'�0��-� �� ��'"

"!'"4�(" '�68 0'��� ( n = k � m = l@

F2 =
∑
m>n

∑
ss′

∫
drdr′

e2

|r − r′|(|ψns(r)|2|ψms′(r
′)|2 − ψ∗

ns(r)ψms(r)ψ
∗
ms′(r

′)ψns′(r
′)) . A�&B

2�-���- ����
8= 0�� !�'��!�� ������� (�(��"��� ( �
���!���'�.��-� �
�����"-�

(���� �� !��
����4 �(8 9�!���-� �
��1���'8�� �
� (�--�
�!���� �� ��
�-����� s	

: �0���- )��1� ��(��"��'8(�!� �-��-@

F2 =
1

2

∑
m�=n

∑
ss′

∫
drdr′

e2

|r − r′| |ψns(r)|2|ψms′(r
′)|2

−1

2

∑
m�=n

δsnsm

∫
drdr′

e2

|r − r′|ψ
∗
n(r)ψm(r)ψ∗

m(r′)ψn(r′) . A�*B

2��(8 δsnsm $ (�-!�' /
�����
� �� �
�����"- (����!	 :�--�
�" 
�9'�0��� !�'��� !

���������'= ��'�0�-@

F =
∑
n

∫
drψ∗

n(r)Ĥ0(r)ψn(r)

+
1

2

∑
m�=n

∫
drdr′

e2

|r − r′| |ψn(r)|2|ψm(r′)|2

−1

2

∑
m�=n

δsnsm

∫
drdr′

e2

|r − r′|ψ
∗
n(r)ψm(r)ψ∗

m(r′)ψn(r′) . A�,B
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2��(8 �
����'�1���(" (�--�
�!���� �� !(�- (�(��"��"- ( �0���- (����	 ��
8�
�" ��$

'�0�!6��(" !�
�.���� �� ψ∗
n J �0���- ����'����'8��1� �('�!�" �
����
-�
�!����(��∫

drψ∗
n(r)ψm(r) = δnm , A�EB

��'�0�- �
�!����� !���@(
− h̄2

2m

∂2

∂r2
+ Uion(r)

)
ψn(r) +

∑
m�=n

∫
dr′

e2

|r − r′| |ψm(r′)|2ψn(r)

− ∑
m�=n

δsnsm

∫
dr′

e2

|r − r′|ψ
∗
m(r′)ψm(r)ψn(r′) = Enψn(r) . A�FB

2��(8 En $ ����
���'����� -��.���'8 ��1
��.�= �1
�4C�� 
�'8 (��(�!����1� 9��0�$

��" )��
1�� ����)'���
����1� (�(��"��"	 2�-���-= 0�� ! (�--� -�.�� ���8 !�'40���

� ('�1��-�� ( m = n= ��(��'8�� ��� !9��-����0��.�4�(" ! ��
!�- � !��
�- ��'���!$

(��� 0'����	 5�'�0�!6��(" �
�!����" �'" ����)'���
����� !�'��!�� ������� ψn(r)

��("� ��9!���� �
�!����� #�
�
�$%���@(
− h̄2

2m

∂2

∂r2
+ Uion(r)

)
ψn(r) +

∑
m

∫
dr′

e2

|r − r′| |ψm(r′)|2ψn(r)

−∑
m

δsnsm

∫
dr′

e2

|r − r′|ψ
∗
m(r′)ψm(r)ψn(r′) = Enψn(r) . A�GB
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∑
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ε(q) = 1 − 4πχ(q)/q2 .

3'" ��'��1� ��
���'���" 9���0� ��- ��������-� ���9��8 (��(�� !�0�('���" ����$

��
�!����1� 9�
"��@

ρind(r) = e
∑
k

fk|ψk(r)|2 − ρ0 , A&HB

1��

fk =
1

exp
(
Ek − µ

T

)
+ 1

A&�B

$ ������" 
�(�
���'���" %�
-�$3�
���= !�'��!�� ������� ψk � )��
1�� Ek $ )��

(��(�!����� ������� � (��(�!����� 9��0���" ����)'���
����1� �
�!����" #�
�
�

A��'�0�4C�1�(" �9 �
�!����" #�
�
� $ %��� �
� �
����
�.���� ��-����- !9��-�$

���(�!��-B

− h̄2

2m
∇2ψk + eϕψk = Ekψk , A&�B

� ρ0$ �'����(�8 9�
"�� )'���
���! ! (
��� ! ��(��(�!�� ��������'� ϕ	

�� ������ 0
������	
� ��+���)���+��

� ��0�(�!� �
�(���6�1� �
��'�.���" �'" !�0�('���" ������
�!����1� 9�
"�� -�

-�.�- !�(��'89�!��8(" �������- >�-�(�$%�
-�= �(��!����- �� �
����'�.���� � -��$

'����(�� �9-�����" ��������'� ϕ ! �
�(�
��(�!�	 5
� )��- (0�����(" 0�� -�(6��� �9$

-�����" ��������'� (�C�(�!���� ��'86� ��
����
��� �'��� !�'�� )'���
��� � !�'$

��!�� ������� � )��
1�� -�1�� ���8 !9"�� ! ��'��'�((�0�(��- �
��'�.����@

|ψk(r)|2 = const ,

Ek =
h̄2k2

2m
+ eϕ(r) .

� 
�9�'8���� �'" ������
�!����1� 9�
"�� -� ��'�0��-@

ρind(r) = e(n(µ− eϕ) − n(µ)) , A&�B

1��

n(µ) = 2
∫ dk

(2π)3

1

exp

(
h̄2k2/2m− µ

T

)
+ 1

.
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�0�!����� �
��-�C�(�!� ������� >�-�(�<%�
-� $ )�� !�9-�.��(�8 �0�(�8 ��'������4

)�
���
�!��	

5�'�1�" ��������' ϕ -�'�-= -�.�� �1
���0��8(" ��
!�- 0'���- 
�9'�.���" A&�B


"� �� ϕ	 >�1�� �'" '������1� ���'��� (�����6���� A&�B �
���-��� !��@

ρind(r) = −e2∂n

∂µ
ϕ(r) . A&&B

5�(��'8�� ∂n/∂µ �� 9�!�(�� �� ���
������ r= !�'�0��� ��'"
�9��-�(��

χ(q) = ρind(q)/ϕq A&*B

���9�!���(" ��(��"����

χ = −e2∂n
∂µ

, A&,B

� ��)'���
�0�(��" �
������-�(�8

ε = 1 +
k2

0

q2
, A&EB

��
���'"��(" !�'��!�- !����
�- >�-�(�$%�
-�

k2
0 = 4πe2∂n

∂µ
.

��.�� ��-����8= 0�� ��'�0����� !�6� !�
�.���� ���(�!��� '�68 �
���'8��4 0�(�8

��)'���
�0�(��� �
������-�(�� ��9 �0��� !
�-����� ��(��
(��	 ��'�0��� k−1
0 ��9�!�$

��(" �'���� )�
���
�!���" >�-�(�<%�
-� � ! 
��'8��� -���''�� ���9�!���(" ��
"���

-�.���-��1� 
�((��"��" A0�� -�.�� ��(��!��8 ��� !��
�( �
�-������ ��'��'�((�0�$

(��1� �
��'�.���"B	 3'" T � EF @

∂n

∂µ
� mkF

h̄2π2
.

L���� ���"�8 (-�(' !�'�0��� k0= 
�((-��
�- �
�(���6�4 9���0� � ��������'�

��0�0��1� 9�
"�� Q ! �
��-�
��� (
��� ( )�
���
�!���@

ϕext =
Q

r
, ϕext(q) =

4πQ

q2
.

>�1�� ��'��� ��������'

ϕ(q) =
4πQ

q2 + k2
0

(���
.�� )�(��������'8�� (����4C�� ( 
�((��"���- r -��.���'8

ϕ(r) =
Q

r
e−k0r .

� �
����
�.�-� -�' �� 
�((��"��"� ��'86�� k−1
0 A)�
���
�!����� ��'���!(��� ��$

������'B	
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�� ������ 0
������	
� 1���2�����

3'" ��1�= 0���� 
�((-��
�!��8 ��(�
� -��"4C��(" ��������'� ��- ��������-�

��
���'��8 
�6���� �
�!����" ?
����1�
� A&�B �� �(��'89�" ��'��'�((�0�(��� �
�$

�'�.����	 ������ ( (�-�1� ��0�'� ����- �(���8 9��0���� ������
�!����� �'����(��

9�
"�� ρind(r) A&HB ��'8�� ! '������- ��
"��� �� ��'��-� ��������'� ϕ	 3'" )��1�

�(��(�!���� !�(��'89�!��8(" ���
��� !�9-�C���� �� ��������'� ϕ	 � ��
!�- ��
"���

���
�� !�9-�C���� -�.�� ��'�0��8 ('���4C�� !�
�.���� �'" !�'��!�� �������@

ψk =
1√
V
eikr +

2me

h̄2V
√
V

∑
k′

eik′r

k2 − k′2
ϕk′−k , A&FB

1��

ϕk′−k =
∫
drϕ(r) ei(k−k′)r .

5��
�!�� ��
!�1� ��
"��� � )��
1�� �
��(��!'"�� (���� �(0�9�4C�4 ! �
���'� V → ∞
���(����� !���

1

V

∫
drϕ(r) ,

����
�" -�.�� ���8 �0���� ��
���
-�
�!��� ��-�0�(��1� ��������'� µ	 � '������-

�
��'�.���� �� ��������'� ������
�!����� 9�
"� ��
���'"��(" ('���4C�- !�
�$

.����- A( �0���- �$� �
������ (����B@

ρind(r) =
4me2

h̄2V 2

∑
k

fk

∑
k′

ei(k′−k)rϕk′−k + ei(k−k′)rϕ∗
k′−k

k2 − k′2
, A&GB

1�� fk $ 
�!��!�(��" ��
-��!(��" ������" �'" (!������� )'���
���! A&�B J )��
1���

Ek = h̄2k2/2m	

�!���- 
�9��(���� � (�--�
��� �-��'8(�

q = k′ − k , K =
k′ + k

2

� ��
���6�- !�
�.���� �'" 9�
"�� ! !���@

ρind(r) = −2me2

h̄2V 2

∑
K

∑
q

fK−q/2

eiqrϕq + e−iqrϕ∗
q

q · K . A*HB

5�(��'8�� ��������' ϕ(r) $ ���(�!���'8��" ������"= �� �1� %�
8�$��-������� ϕq

���!'��!�
"4� �('�!�4@ ϕ∗
−q = ϕq	 5�)��-� ��'�0��- ('���4C�� !�
�.���� �'" ��$

����
�!����1� 9�
"��@

ρind(r) = −2me2

h̄2V 2

∑
K

∑
q

(fK−q/2 − fK+q/2)
eiqr

q · K ϕq , A*�B
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� %�
8�$��-������� 
�(�
���'���" 9�
"�� -�.�� ���8 9���(��� ! !���@

ρind(q) = − 2me2

h̄2(2π)3

∫
dk
fk−q/2 − fk+q/2

q · k ϕq . A*�B

I�((-��
�- �!� �
���'8��� ('�0�"@

AMB ) 
����� +�������2 
����3����	� q � kF

3'" ������� 
�(�
���'���" ��'�0�-@

fk±q/2 � fk ∓ h̄2qk

2m

∂fk
∂µ

+ ..

��
�.���� �'" ��'"
�9��-�(�� )'���
����1� 1�9� χ(q) ! )��- ('�0�� �
���-���

!�� A&,B	 :'���!���'8��= �'" �'�!��� �� -�(6���� 1/kF !�9-�C���� ��������'� ϕ(r)

���
�" )�
���
�!�� ������
�� (!����(" � ���
�� >�-�(�<%�
-�	

AMMB ) 
����� ���
�2 ��+
������� T → 0

� )��- �
���'� ����1
�'� ! A*�B -�1�� ���8 !�0�('��� ���'���0�(��= � !�
�.����

�'" ��'"
�9��-�(�� )'���
����1� 1�9� A&,B �
���-��� !��@

χ(q) = −e
2mkF

π2h̄2

(
1

2
+

1 − x2

4x
ln
∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣
)
, A*�B

1�� x = q/2kF 	 2�-���-= 0�� �
� q = 2kF ��)'���
�0�(��" �
������-�(�8

ε(q) = 1 − 4πχ(q)/q2 = 1 +
4e2mkF

πh̄2q2

(
1

2
+

1 − x2

4x
ln
∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣
)

A*&B

���9�!���(" �����'���0�(��� �������� q A�	
	����� 	�	��

	���	B	 ;'�1���
" )��$

-�= ! �
���'� T → 0 ��������' ��0�0��1� 9�
"�� �� ��'86�� 
�((��"��"� �-��� �(�-�$

������@

ϕ→ 1

r3
cos(2kF r) , A**B

�	�	 ! ��- ��"!'"��(" -��'���� (����4C�� �(��''�
�4C�� 0'��	 >���� �(��''"���

��9�!�4� 	����������� �������	

L���� ����9��8 )��= 
�((-��
�- ����1
�' !���@

ϕ(r) =
∫ dk

(2π)3
ϕk e

ikr =
1

2π2r
Im

∫ ∞

0
dk kϕk e

ikr . A*,B

+�
���
�!����� ��������' ��0�0��1� 9�
"�� ! %�
8� �
��(��!'���� �-��� !��@

ϕk =
4πQ

k2ε(k)
,
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1�� ��)'���
�0�(��" �
������-�(�8 ε(k) ��
���'"��(" !�
�.����- A*&B	 5
� !�0�($

'���� �(�-������� ��������'� �� ��'86�� 
�((��"��"� �(��!��� !�'�� ! ����1
�'

����(" �-��'8(�-� �'�9��-� � 2kF A!�'�9� �(������(��B	 � )��� ��'�(�� �-��'8(�!

�-��-@

ε(k) � 1 +
e2m

2πkF h̄
2

(
1 − ξ ln

∣∣∣∣∣1ξ
∣∣∣∣∣
)

= β − αξ ln
1

|ξ| , A*EB

ϕk � πQ

βk2
F

(
1 +

α

β
ξ ln

1

|ξ|
)
, A*FB

1�� ξ = x− 1= α = e2m/2πkF h̄
2= β = 1 + α	 � 
��'8��- �
�(�
��(�!� ��'�0��-@

ϕ(r) � 2Qα

πβ2r
Im

(
e2ikF rJ

)
, A*GB

J =
∫ ∞

−∞
dξ ξ ln

1

|ξ|e
2irkF ξ . A,HB

I�9!�
��! ���8 ����1
�
�!���" �� (�!������" �1� ( !�
���� 0�(�84 -��-�� �(� ξ = iy=

��'�0�-@

J =
∫ ∞

0
dy y

(
ln

1

−iy − ln
1

iy

)
e−2rkF y =

iπ

(2kF r)2
, A,�B

ϕ→ Qα

2β2k2
F

1

r3
cos(2kF r) . A,�B

3'" -�'��= �� ����0��� ��-��
���
= )�� �(�-������� (�
�!��'�!� ���� r < h̄vF/T 	

�� 4����3�������� ������ 1���2����� ��0��
���&��
�� 
����3��+�����

2���0� �� ����0��� 0�(���� -�.�� ���8 
�6��� ( ��-�C84 ��(�������
��� ���
��

!�9-�C����	 � 
�9�'8���� ��)'���
�0�(��" �
������-�(�8 �
���-��� !��@

ε(q, ω) = 1 +
e2

π2q2

∫
dk

fk−q/2 − fk+q/2

h̄2(q · k)/m+ h̄ω
. A,�B

�1
���0�!�"(8 ('�0��- -��'����� ��������'�! Aq � kF B �'" ��)'���
�0�(��� �
�$

�����-�(�� ��'�0�-@

ε(q, ω) � 1 +
e2

π2q2

∫
dk

h̄2qk/m

h̄2qk/m+ h̄ω
ϕq

∂fk
∂µ

. A,&B

��0�('"" ����1
�' � ��
����" � �
���'� q → 0= �-��-@

ε(q, ω) → 1 − ω2
p

ω2
, A,*B

1�� ω2
p = 4πne2/m $ �'�9-����" 0�(����= ��
���'"�-�" �������
����� )'���
���! n	

5'�9-����" 0�(���� A��
�1 �
�9
�0��(�� -���''�!B (�(��!'"�� ∼ 1016Hz	
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 �������� ������ 0
������	
�

%��� �(��'89�" ��
-�'� ��
!�1� ��
"��� (�������
��� ���
�� !�9-�C����

ψk = ψ0
k +

∑
k′ �=k

(ψ0
k′ , V̂ ψ0

k)

Ek − Ek′
ψ0

k,

� �0���!�"= 0��

ρ(r) = −e∑
k

fk|ψk|2,

1�� fk = f0(Ek) $ ������" 
�(�
���'���" %�
-�$3�
���= ����.���= 0�� ! ��
!�-

�
��'�.���� �� !�9-�C�4C�-� ��������'� ϕ̃ ��
8�<��
�9 ������
�!����1� 9�$


"�� �(�8

ρind(q) = e2
∫ dk

4π3
· fk+q − fk

E0
k+q − E0

k

ϕ̃(q).

%�*� �(��'89�" 
�6���� �
�����C�� 9���0�= ����.���= 0�� (����0�(��" �
���'8��"

��)'���
�0�(��" �
������-�(�8 (!������1� )'���
����1� 1�9� ���(�!���(" ('�$

��4C�- !�
�.����-

ε(q) = 1 − 4πe2

q2

∫ dk

4π3
· fk+q − fk

E0
k+q − E0

k

A)�
���
�!�� ������
��B	

%� � 5�(�8 �
�'�.����� ��
�-����� 1�
-���0�(��� ��'� A0�(���� ωB !�9�!��� !�9$

-�C���� �'����(�� 1�9� (!������� )'���
���!	 �1
���0�!�"(8 0'���-� ��
!�1�

��
"��� �� !�9-�C���4= ����9��8= 0�� 
�����" )'���
����1� 1�9� �� ����� !�9$

-�C���� ���(�!���(" ��)'���
�0�(��� �
������-�(�84= 
�!���

ε(q, ω) = 1 − 4π2e2

q2

∫ dk

4π3
· fk+q − fk

E0
k+q − E0

k − h̄ω

'
������� %���&� ����+������ 	 ��*�� ���� *567*58� �� �� ���� 5*875 9�

%�!� 5�'89�"(8 
�9�'8����- 9���0� ��= ����9��8= 0�� ! �
���'� ω → 0 � |q| � kF (��$

��0�(��" ��)'���
�0�(��" �
������-�(�8 ���(�!���(" ('���4C�- !�
�.����-

ε(q, 0) → 1 +
k2

0

q2
,

1��K2
0 = 4πe2g(EF )= 1�� g(EF ) K �'����(�8 (�(��"��� �� ��!�
���(�� %�
-�	 +���


�9�'8��� �9!�(��� ��� �
��'�.���� >�-�(�<%�
-�	

'
������� %���&� ����+������ 	 ��*�� ���� *567*58� �� �� ���� 5 975 ��
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��'�.���� >�-�(�<%�
-� A|q| � kF B �(('���!��8 �
�(�
��(�!����� 
�(�
�$

��'���� )'���
�0�(��1� ��'"= (�9��!��-�1� ��0�0��- 9�
"��- ! 1�9� (!�������

(!������� )'���
���!	

'
������� %���&� ����+������ 	 ��*�� ���� *587*55� �� �� ���� 5 975 �� �*�� �� ��

����  !97 !*�

%�6� � �
��'�.���� >�-�(�<%�
-� A|q| � kF B �(('���!��8 �
�(�
��(�!����� 
�(�
�$

��'���� )'���
�0�(��1� ��'"= (�9��!��-�1� 
�!��-�
�� 9�
".����� �
"-�'����$

��� ���84 ! 1�9� (!������� (!������� )'���
���!	

%�8� 5�'89�"(8 
�9�'8����- 9���0� ��= ����9��8= 0�� �
� ω = 0 � T = 0 (����0�(��"

��)'���
�0�(��" �
������-�(�8 ���(�!���(" ('���4C�- !�
�.����-

ε(q, 0) = 1 +
4π2e2

q2
· m

∗kF

h̄2π2

(
1

2
+

1 − x2

4x
ln
∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣
)
, x = q/2kF .

%�5� 5�'89�"(8 
�9�'8����- 9���0� 7��= ����9��8= 0�� !��'� �� ��0�0��1� 9�
"�� )'��$

�
�0�(��� ��������' (������ �� ('���4C�-� 9�����

ϕ(r) ∝ Q

r3
cos(2kF r).

+��� 
�9�'8��� �9!�(��� ��� �(��''"��� %
���'"	

'
������� ;���-��� ����&� ����+������ 	 �!�� ���9� ���� *9!7*96�

%�<� ;�������� ����������+ ����&� ===� 
�
������ &�� 
�� ω � E0
k+q − E0

k ��0��
)

���&��
�� 
����3��+���� �
���	����� �����>.�+ 	���?����+

ε(q, ω) → 1 − ω2
p

ω2
,

@�� ω2
p = 4πe2N/m∗ A 
���+����� &�������

'
������� %���&� ����+������ 	 �� �� ���� 5 *�
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5�!������ 
��'8��� (�(��-� !9��-����(�!�4C�� )'���
���! A)'���
����� .��$

��(��B -�.�� ���8 ���"�� �� �(��!� ��C�� ��������� ������ �� )��
1���0�(���

(����
�� ������(�
�!����� �!����!�� (�(��- � ���
�� ��
-�<.����(��	 :�1'�(��

���� ������= '4��" ����
����" (�(��-�= (�(��"C�" �9 ��'86�1� 0�('� 0�(���= �-���

��9��'�.�C�� !�9��.����" ��1� .� ���� 0�� � ��'��'4C�"(" 
�6���� ���-�!= 1��


�'8 )'�-����
��� !�9��.����� �1
�4� ������	 �("��� ('���!�9��.������ (�(��$

"��� -��
���'� -�.�� 
�((-��
�!��8 ��� (�!������(�8 ����'8��� )'�-����
���

!�9��.�����	 +�� !�9��.����" !���� (��" ��� ����� �!�9�0�(����= �!�.�C��(" !

9���-��-�- ��'�- ��N�-� � ��'���4C�� ��
���'����-� �-��'8(�- p � )��
1��� ε(p)	

/!�9�0�(���� -�1�� �-��8 ��'�� �'� ��'���'�� (���= O �� (����(���� �� (!"9���

����9��0�� (� (����(����� 0�(���= (�(��!'"4C�� (�(��-�	

�� B��+�������� 	��-�?����� 	 ������
��C 
	����	�C /��+�7?��
����

� �(��!� ���
�� ('��� !�9��.������ (�(��"��� �!����!�� .����(�� ��
-�<����

'�.�� �
����'�.���� � ��-= 0�� )��
1���0�(��� (����
 !�9��.����� ��
-�<.����(��

���'�1�0�� (����
� ����'8��1� ��
-�<1�9�	 �(��!��� (�(��"��� ����'8��1� ��
-�<

1�9� (���!��(�!��� 9���'����4 0�(����-� !(�� (�(��"��� !���
� (��
� %�
-� ( 
�$

���(�- pF = ����- 0��
N

V
= 2

4πp3
F

3(2πh̄)3
=

p3
F

3π2h̄3 . A,,B

�4��� !�9��.������ (�(��"��� -�.�� ���8 ��(�
���� �9 �(��!��1� ����- ��('���!�$

��'8��1� ��
�!��� 0�(��� �9 !���
����� ��'�(�� ��
-�<(��
� ��
�.�	 5�'�0�4C��("

�
� )��- (�(��"��� ��'�0���(" �� �(�����1� ��'�0��- 0�(���� ! (�(��"��� ( p > pF

� ����0�(���� ( p < pF 	 +�� 0�(���� � ����0�(���� �1
�4� 
�'8 )'�-����
��� !�9$

��.����� ��
-�<1�9�= ��'���4� �-��'8(�- ! ��
�(���(�� pF � (����- 1/2 � -�1��

!�9�����8 � �(0�9��8 ��
�-�	

5
�������'8��� 
�9'�0�" -�.�� !�9��.����"-� ��
-�<.����(�� � ����'8��$
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1� ��
-�<1�9� �
��(���"� �9$9� ��1�= 0�� !�9��.����" ! .����(�� !9��-����(�!�$

4� -�.�� (����	 5
� )��-= �(�����- �'" ��(�
����" (����
� !�9��.����� ��
-�<

.����(�� "!'"��(" �
����'�.���� � ���9-����(�� �'�((�������� �
�!��� �
� ��$

(�������- !�'40���� !9��-����(�!�"	 >���- ��
�9�-= ('���!�9��.������ (�(��"���

��
-�<.����(�� -�.�� ���8 ���(��� (�!������(�84 )'�-����
��� !�9��.����� (�

(����- 1/2 � �-��'8(�-� p ∼ pF = �
�0�- !�'�0��� pF (!"9��� ( �'����(�84 0�(���

.����(�� (�����6����- A,,B	 ��9��.����" ! .����(�� ���.� ��!�4� �!�� ����!@

�!�9�0�(���� ( p > pF � ����0�(���� ( p < pF = ����
�� -�1�� ��"!'"�8(" � �(0�9��8

��'8�� ��
�-�	

�(����!�-(" ����
8 �� �
����'�.����= 0�� ��.��� �!�9�0�(���� -�.�� ���8 �
�$

��(�� ��
���'����� �-��'8( p	 ��� (�
�!��'�!� �
� �('�!�� ��(����0��� -�'�(��

�!����!�� ����
���'����(�� �-��'8(� � )��
1��= (!"9����� (� (��'���!���"-�	 I�($

(-��
�- !�9��.�����= ����
�� ��
����
�9���(" ������
�- 9��0����- δp = p − pF 	 �

(�'� �
������ 9��
��� 5��'� � 9����� (��
�����" )��
1��= ����� !�9��.����� -�$

.�� 
�((��!��8(" ! (�(��"��"= 
�(��'�.����� ! δp$��
�(���(�� pF 	 5
� )��- 
�((�$

"���� �!�9�0�(���� -�1�� ��
������8 '�68 ! (!������� (�(��"��" �9 ��'�(�� δp	 �


�9�'8����= !�
�"���(�8 (��'���!���"= � ('���!���'8��= � ����
���'����(�8 �-��'8(�

� )��
1��= ��
���'"4�(" !�'�0���� δp2@

h̄

τ
∼ δp2 .

5�(��'8�� !�9��.����" ���0��"4�(" (����(���� %�
-�= ��
����
��" !�'�0��� δp �'"

��
-�����-�0�(�� 
�!��!�(��1� 
�(�
���'���" ��
���'"��(" 6�
���� �1� 
�9-���(��@

δp ∼ T 	 �('� !9��-����(�!�� �� "!'"��(" ('���-= �� �(��'8��� ��
����
��� )��
1���$

0�(��� ��
�-��
� ���9�!�4�(" ��
"��� )��
1�� %�
-�= � �9 (���
�.���� 
�9-�
��(��

����
���'����(�8 )��
1�� �
���-��� !��@

h̄

τ
∼ T 2

εF

.

 ('�!�� (�C�(�!�!���" ��
�6� ��
���'����� �!�9�0�(���= ����- ��
�9�-= ���� �1
�$

��0���� �� ��-��
���
�@
h̄

τ
∼ T 2

εF

� T .

+�� �('�!�� '�1�� !���'��-� ! 
��'8��� -���''�� ��(��'8�� εF ∼ 1 − 10eV ∼
104 − 105K	 5
� ��9��� ��-��
���
�� !�'�9� ��!�
���(�� %�
-� )��
1�" �!�9�0�(���
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-�.�� ���8 
�9'�.��� ! 
"� �� δp@

ε− εF � v∗F (p− pF ) ,

1�� v∗F = pF/m
∗ $ (��
�(�8 �� %�
-� ��!�
���(��= ����
�" -�.�� (�C�(�!���� ��'�$

0��8(" �� (��
�(�� %�
-� ��!9��-����(�!�4C�� 0�(���	 �����'4���-�" 9���'�����"

(��
� %�
-� -�.�� ���8 �(�
����� ����- !!�����" )'�-����
��� !�9��.�����= ����$


�� ��"!'"4�(" '�68 �
� ����'�!�� ��-��
���
�= � �
��(��!'"4� (���� �!�9�0�(����

!�� ��
-�$(��
� Ap > pF B � ����0�(���� A��
��B !���
� ��� Ap < pF B	 +��
1�" �����

!�9��.����� A�!�9�0�(���B ��"9���'8�� ��'�.���'8��@

ε = v∗F |p− pF | . A,EB

��-���-= 0�� !9��-����(�!�� -�.�� !�9��.����"-� �
�!���� � ��-�= 0�� ���(����

��
-�<.����(�� ( ��-�C84 �!�9�0�(��� �-��� (-�(' ��'8�� !�'�9� 1
���0��1� �-$

��'8(� pF = ��1�� ����
���'����(�8 )��
1�� � (!"9����� ( )��- 9�������� !�9��.�����

-�'�= �� (
�!����4 ( (�-�� )��
1���	

/
�-� (��'����� !�6� �
����'�.���� � (!��(�!�� )'�-����
��� !�9��.����� !

���
�� ��
-�<.����(�� �
����'�1���("= 0�� !9��-����(�!�� �!�9�0�(��� -�.�� ���8

���(��� ( ��-�C84 (�-�(�1'�(�!����1� ��'"= ���(�!�4C�1� �� �!�9�0�(���� (� (��$


��� �(��'8��� �!�9�0�(���	 � )��- ('�0��= ��'��" )��
1�" (�(��-� E �� (!����(" �

(�--� )��
1�� �!�9�0�(���@

E/V �= 2
∫ dp

(2πh̄)3
ε(p)n(p) ,

� (����!��(" ����
8 ���������'�-= 9�!�("C�- �� ������� 
�(�
���'���" �!�9�0�(���

n(p) �� �-��'8(�= 1��

2
∫ dp

(2πh̄)3
n(p) = N/V

< )�� 0�('� �!�9�0�(��� ! ������� ��N�-�	 3'" ��
���'���" )��
1�� ����'8��� �!�9�$

0�(���� ��������-� !�0�('��8 !�
��������4 �
��9!����4 ��'��� )��
1�� (�(��-�

�� ������� 
�(�
���'���"@

δE/V = 2
∫ dp

(2πh̄)3
ε(p) δn(p) . A,FB

3��(�!���'8��= �9 ��('����� ��
-�'� !����= 0�� ε(p) < )�� �9-������ )��
1�� (�(��-�

�
� ����!'���� �C� ����� �!�9�0�(���� ( �-��'8(�- p	
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� (!�4 �0�
��8= )��
1�" �!�9�0�(��� ε(p) ���.� "!'"��(" ���������'�-= 9�!�("$

C�- �� ������� 
�(�
���'���" n(p)@

δε(p) = 2
∫ dp′

(2πh̄)3
f(p,p′) δn(p′) .

��
���'����" ����- ��
�9�- ������" f(p,p′) "!'"��(" !��
�� !�
��������� �
��9$

!����� �� ��'��� )��
1�� �� δn= � ('���!���'8��= (�--��
�0�� ����(���'8�� ��
�(��$

��!�� ��
�-����� p � p′@

f(p,p′) = f(p′,p) .

%�����" f(p,p′) ��
����
�9��� !9��-����(�!�� �!�9�0�(��� � (!"9��� ( �-�'������


�((�"��" �!�� �!�9�0�(���	

��
���'���� )��
1�� �!�9�0�(��� A,FB �
�!���� � ��-�= 0�� 
�!��!�(��" ������"


�(�
���'���" (�!������ �� !��� ( 
�(�
���'����- %�
-�	 3'" ����9���'8(�!� )��1�=

!�(��'89��-(" !�
�.����- �'" )��
���� ����'8��1� 1�9�@

S/V = −2
∫ dp′

(2πh̄)3
[n ln(n) + (1 − n) ln(1 − n) ] ,

����
�" (�
�!��'�!� � ! ('�0�� ��
-�$.����(��= �('� �
����'�.��8 ���9-����(�8

�'�((�������� �
�!��� )��
1�� �
� �0��� !9��-����(�!�" -�.�� 0�(����-�	 �9 �('�$

!�" -��(�-�-� )��
���� � (��
������ 0�('� 0�(��� � )��
1��=

δN/V = 0, δE/V = 0,

-�.��= !�
8�
�" �� δn= ����� ������4 
�(�
���'���"@

n(ε) =
1

e(ε−µ)/T + 1
, A,GB

! ����
�- )��
1�" ε "!'"�(" ���������'�- �� n	 2�-���-= ������ 0�� 
�(�
���'����

�!�9�0�(��� A,GB ��'8�� ��
-�'8�� ���'�1�0�� 
�(�
���'���4 %�
-� $ 3�
��� � !

���(�!���'8��(�� �
��(��!'"�� (���� ('�.��� ��"!��� ��
���'���� n(ε)	

�� '&�� �
��� 	��-�?����C 	 ������
��C 
	����	�C /��+�7?��
����

: �0���- (���� �!�9�0�(��� ������" 
�(�
���'���" (����!��(" -��
���� �� (��$

��!�- ��
�-����-@ nαβ(p)	 5
�!������� !�6� (�����6���" �
�-�� !��@

δE/V =
∫ dp

(2πh̄)3
εαβ(p) δnβα(p) = Sp

∫ dp

(2πh̄)3
ε̂(p) δn̂(p)
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δεαβ(p) = δε̂(p) = Sp′
∫ dp′

(2πh̄)3
f̂(p,p′) δn̂(p′) =

∫ dp′

(2πh̄)3
fαγ,βδ(p,p

′) δnδγ(p
′) ,

N/V =
∫ dp

(2πh̄)3
nαα(p)

A('�� ��
��(" �� ��
� (����!�� �����(�!= ��!�0�4C�� �-��'8(� p′= �� ��!��
"4C�-$

(" �����(�- ���
�9�-�!���(" (�--�
�!����B	 :�����6���� (�--��
�� �'" �������

!9��-����(�!�" f �
���-��� !��@

fαγ,βδ(p,p
′) = fγα,δβ(p′,p) .

+��
1�" �!�9�0�(��� !�'�9� ��
-� ��!�
���(�� ����(" !�
�.����-@

ε̂− εF = vF (p− pF ) + Sp′
∫ dp′

(2πh̄)3
f̂(p,p′)δn̂(p′) . AEHB

���
�� 0'�� ! AEHB ���(�!��� 9�!�(�-�(�8 )��
1�� �!�9�0�(���� �� ��-��
���
�	 ��$

�'������ δn̂ 9�-���� ��'�0�� �� ��'" ��'8�� ! �9��- ('�� 9��0���� p′ !�'�9� ��!�
�$

��(�� ��
-�<(��
�	 � ����- .� ('�� �����"�(" � �-��'8(� p 
��'8��� �!�9�0�(���	

5�)��-� -�.�� ��'�.��8 p = p′ = pF = � ������" f̂(p,p′) ����� 9�!�(��8 ��'8�� ��

���
�!'���� !����
�! p � p′	

�('� (����!�" 9�!�(�-�(�8 )��
1�� � ������� 
�(�
���'���" ��(��(�!�4� A�� ��
$


�-�1������ -���'' ! ��(��(�!�� -�1�����1� ��'"B= �� -� ��'�0��-@

nαβ = n δαβ , εαβ = ε δαβ .

�� D�@������ 	��
���+&�	���� /��+�7?��
����

/!�9�0�(����= ��'���4C�� (����-= �-�4� �� 
�!��� ��'4 -�1������ -�-���	 :��$

(�!����� -�1������ -�-��� )'���
��� A-�1����� ;�
�B ����(" !�
�.����-@

µB = |e|h̄/2mc = 0.927 × 10−20 )
1P �( 	

���
���
 -�1�����1� -�-���� )'���
��� 9���(�!���(" ! !���@

µ̂ = −µBσ̂ ,

1��

σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z)
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$ !����
 -��
�� 5��'�

σ̂x =
(

0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 − i

i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 − 1

)
.

����6���� (��(�!����1� -�1�����1� -�-���� � (��(�!����-� -�����0�(��-� A�'" (��$

�� h̄/2B ��
���'"��(" ��(��"���� e/mc	 � 1�-�'8������� )'���
���= �!�.�C�1�(" !

-�1�����- ��'� H= ��"!'"��(" 0'��= (!"9����� (� (����-@

−µ̂H = µB σ̂H .

3'" ��
-�<1�9� �-���� )��� 0'�� ! )��
1�� �
�!���� � ��
�-�1�����-� !�'��� !

!�(�
��-0�!�(�8 A��
�-�1����9- 5��'�B@ M = χH	 3��(�!���'8��= �'" -�1�����1�

-�-���� �-��-@

M = −
(
∂Ω

∂H

)
T,V, µ

,

1�� Ω < ��
-�����-�0�(��� ��������'	 3���'����'8��" (����!�" )��
1�" ! -�1���$

��- ��'� �(�8 ±µBH	 5�(��'8�� )��
1�" !����� ! 
�(�
���'���� ����(� ��� ε − µ=

�� �9-������ )��
1�� ���(�!���(" )�!�!�'�����- �9-������- ��-�0�(��1� ��������$

'� µ → µ ∓ µBH	 >���- ��
�9�-= �'" ��
-�����-�0�(��1� ��������'� !(�� (�(��-�

�-��-@

Ω =
1

2
Ω0(µ+ µBH) +

1

2
Ω0(µ− µBH) ,

1�� Ω0 < ��
-�����-�0�(��� ��������' ! ��(��(�!�� ��'"	 I�(�'���!�" )�� !�
�.����

! 
"� >��'�
� ! �
����'�.���� µBH � T � �(��'89�"

∂Ω0

∂µ
= −N ,

1�� N < 0�('� 0�(���= ��'�0��-@

Ω � Ω0 +
1

2
µ2

BH
2∂

2Ω0

∂µ2
,

χ = −µ
2
B

V

∂2Ω0

∂µ2
=
µ2

B

V

(
∂N

∂µ

)
T,V

.

:0���" )'���
����� 1�9 ��'��(�84 !�
�.�����-= �-��-@

N = V
(2mµ)3/2

3π2h̄3 , χ =
µ2

BpFm

π2h̄3 .
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������ ! ��
-�<.����(��= ��������-� �0�(�8= 0�� �9-������ )��
1�� ! -�1�����-

��'� �
��(����� �C� � 9� (0�� �9-�����" ������� 
�(�
���'���"@

δε̂ = µBσ̂H + Sp′
∫ dp′

(2πh̄)3
f̂ δ n̂′ .

>�1�� ! '������- ��
"��� �� �9-�����4 )��
1�� ��'�0�-@

δn̂ =
∂n

∂ε
δε̂ ,

δε̂ = µBσ̂H + Sp′
∫ dp′

(2πh̄)3
f̂(p,p′)

∂n′

∂ε′
δε̂(p′) .

5
����'�1�" ������4 
�(�
���'���" (�����0����

∂n′

∂ε′
= −δ(ε′ − εF ) ,

����- �(���8 
�6���� �� ��!�
���(�� ��
-�<(��
� ! !���

δε̂ =
µB

2
g σ̂H .

%�����" f̂(p,p′) ! �����- ('�0�� 9�!�(�� ��'8�� �� ���
�!'���� !����
�! p � p′	 �('�

(����!�" 9�!�(�-�(�8 ������� f̂ !�9!��� ��-����- !9��-����(�!��-= �� ������" f̂

�� ��
-�<��!�
���(�� -�.�� ���8 �
��(��!'��� ! !���@

f̂(p,p′) =
π2h̄3

m∗pF

[F (θ) + σ̂σ̂′G(θ) ] ,

1�� F � G < �!� ������� �1'� θ -�.�� �-��'8(�-� p � p′	 5�(��'8��

Sp σ̂ = 0 , Sp′ ( σ̂σ̂′ ) σ̂′ =
1

3
σ̂ Sp′ (σ̂′σ̂′) = 2σ̂

� ��'�0�- g = 2 − gG= �'�

g =
2

1 +G
,

1��

G =
1

4π

∫
G(θ) sin θdϕdθ

�(�8 
�9�'8��� �(
������" �� �1'�-	 3'" -�1�����1� -�-���� ������� ��N�-� .����$

(�� ��'�0��- !�
�.����@

χH = −µBSp
∫ dp′

(2πh̄)3
σ̂δn̂ = −µBSp

∫ dp′

(2πh̄)3
σ̂δε̂

∂n

∂ε
= µB

m∗pF

2π2h̄3 Sp σ̂δε̂(pF ) .
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 0���!�"= 0��

Sp (σ̂H)σ̂ = 2H ,

9���6�- !�(�
��-0�!�(�8@

χ =
µ2

Bm
∗pF

π2h̄3(1 +G)
.

2�-���-= 0�� !�
�.���� µ2
Bm

∗pF/π
2h̄3 < )�� !�(�
��-0�!�(�8 !�
�.�����1�

��
-�<1�9� �9 0�(��� ( -�1�����- -�-����- µB	 ���.���'8 (1 + G)−1 ��
�.���

!9��-����(�!�� -�.�� 0�(����-�= ��
����
��� �'" ��
-�<.����(��	

�� 4���	�C �	�
 	 /��+�7?��
����

��
�!��!�(��" ������" 
�(�
���'���" �!�9�0�(��� n̂(p, r, t) ���0��"��(" ������$

0�(��-� �
�!����4@
dn̂

dt
= St n̂ ,

1�� Stn̂ < ����1
�' (��'���!����= ��
����
��" !�'�0��� ����
�1� ��
���'"��(" 0�$

(����� (��'���!���� 1/τ 	 I�((-��
�- 
�(�
���'���"= ����
�� ('��� ��'�0�4�(" ��


�!��!�(���@

n̂(p, r, t) = n0(p) + δn̂(p, r, t) .

� )��- ('�0�� )��
1�" �!�9�0�(���� �-��� !��@

ε̂ = ε0 + δε̂ ,

δε̂ = Sp′
∫
f̂(p,p′)δn̂(p′)

dp′

(2πh̄)3
,

∂ε̂

∂r
=
∂δε̂

∂r
= Sp′

∫
f̂(p,p′)

∂δn̂(p′)
∂r

dp′

(2πh̄)3
.

 0���!�" �
�!����" ��-�'8����

ˆ̇r =
∂ε̂

∂p
, ˆ̇p = −∂ε̂

∂r
,

( ��0��(�84 �� 0'���! ��
!�1� ��
"��� ��'�0��-@

dn̂

dt
=
∂δn̂

∂t
+
∂n̂

∂r
ˆ̇r +

∂n̂

∂p
ˆ̇p =

∂δn̂

∂t
+
∂δn̂

∂r

∂ε0

∂p
− ∂n0

∂p

∂δε̂

∂r
.
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�9-������ !� !
�-��� n̂ ��� ���
���
� �� (����!�- ��
�-����- ����(" ��--�����$


�- i[ε̂, n̂]/h̄ ����
�� �� ���� !�'��� ! 0'��� ��
!�1� ��
"��� �� !�9-�C���4 �
�

�� 9�!�("C�� �� (���� n0 � ε0	 5
�-���- ������0�(��� �
�!����� � �(('���!���4

��'�����'8��� �!�.���� ��
-�<.����(��	 >�� !�'� (�C�(�!���� ��
���'"��(" ��
�$

-��
�- ωτ = 1�� ω $ 0�(���� !�'��	 5
� ��9��� ��-��
���
�� τ ∝ T−2	 �('� ωτ � 1= ��

(��'���!���" �(��!�4� �(����!��8 ��
-�����-�0�(��� 
�!��!�(�� ! ��.��-= -�'�-

�� (
�!����4 ( �'���� !�'��= )'�-���� ��N�-� � -� ��'�0��- 1��
�����-�0�(���

9!���!�� !�'��	 �('� ωτ ∼ 1= )�� !�'�� ���9�!�4�(" (�'8�� 9�����4C�-�	 � �
���$

'� ωτ � 1 !�9������ �
�1�� ��� ��'������= �
� ����
�� (��'���!���" �!�9�0�(���

�
����0�(�� �� �1
�4� 
�'�= � ! ������0�(��- �
�!����� -�.�� ���(���8 ����1
�'

(��'���!����	 5
���(( -�.�� 
�((-��
�!��8 ��� �
��(���"C�� �
� ��(�'4���- ��'�

��-��
���
� T = 0	 +�� !�'�� ��9�!�4� 
������ ����	�	

3'" (�����0���� ������� 
�(�
���'���" �-��-@

∂n0

∂p
= −vδ(ε− εF ) = −nδ(p− pF ) ,

1�� v = ∂ε0/∂p = vFn	 ;���- �(���8 
�6���� ������0�(��1� �
�!����" �
� ωτ � 1 !

!��� !�'��@

δn̂ = δ(ε− εF )ν̂(n)eikr−iωt .

(ω − vFnk)ν̂(n) = nk
p2

F

(2πh̄)3
Sp′

∫
sin θ′dϕ′dθ′f̂(n,n′)ν̂(n′) .

3'" ��'������= �� 9��
�1�!�4C�� (����!�� ��
�-�����= !�9-�C���� ������� 
�($

�
���'���" �� ��� �� 9�!�(�� � ����-��� (�(��-� (!����(" � ����
-���� ��
-�$

��!�
���(��= 0�� �(�8 (�C�(�!���� ��
�!��!�(��� )����� A! ��'�0�� �� ���0��� 9!�$

��!�� ��'������ ��1�� -��"��(" ��'8�� 
����( ��
-�$��!�
���(��= (-�C����� ��� ��$

'�� �� !�'�0���= ��
���'"4C�4(" (��
�(�84 .����(�� ! !�'�� ν = δpF + const cos θB	

� 
�9�'8���� ��'�0��-@

(ω − vk)ν(n) = vk
∫ sin θ′dϕ′dθ′

4π
F (n̂n′)ν(n′) .

��-���-= 0�� �'" ��9�����4C�� ��'������ (��
�(�8 
�(�
�(�
�����" !�'�� u0 = ω/k

��'.�� �
�!�6��8 (��
�(�8 %�
-� vF 	 5�(�8 F = F0 �� 9�!�(�� �� �1'�	 ����
�-

�(8 (��
�0�(��� (�(��-� ���
����� !��'8 k@ vk = vFk cos θ	 I�6���� �
�!����" �-���
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!��@

ν = const
cos θ

s− cos θ
,

1�� s = u0/vF 	 5��(��!�! �1� ! �
�!�����= ��'�0�-

2πF0

∫ π

0

cos θ

s− cos θ

sin θdθ

4π
= 1 ,

s

2
ln
s+ 1

s− 1
− 1 =

1

F0

.

I�6���� (�C�(�!��� �
� F0 > 0	 �(�-������� F0 → 0 �-��� !��@

s− 1 � 2e−2e−2/F0 .

2�-���-= 0�� 
�((-��
����� ��� ��'�!�1� 9!��� ��
����
�9���(" �� 
�!��- ��'4

(
����- �9-������- �'����(��@ ν	 � 
�9�'8���� ! 9�
".����� ��
-�<.����(�� !

-���''�= 1�� �9-������ )'���
����� �'����(�� �
�!���� � !�9�����!���4 )'���
�0�$

(��� ��'��= (�C�(�!�!���� ����1� 9!��� (����!��(" �
��'�-���0��-	 ������= ��.�

! )��- ('�0�� !�9-�.�� (�C�(�!�!���� 9!���!�� !�'� ( !�9-�C����- ��!�
���(��

%�
-�= (���
.�C�- �9�-���'8��� 1�
-����� ν ∝ eimϕ= ��(��'8�� �'" ��'�!�1� 9!���

( m �= 0 ��'�����" �
��(���"� ��9 �9-�����" �'����(�� .����(��	

�� E
���	�� 	���� 	 /��+�7?��
����

/�����0�(��� �
�!����� ����(���� ���.� 
�6���"= 9�!�("C�� �� (����@

ν̂ = σ̂µ(n) .

 
�!����� �'" !����
� µ �
���-��� !��@

(s− cos θ)µ(n) = cos θ
∫ sin θ′dϕ′dθ′

4π
G(n̂n′)µ(n′) .

� 
�9�'8���� �
�!������� !�6� !�0�('���" (�
�!��'�!� �
� 9�-��� F → G	 :����$

!�� !�'�� -�1�� !�9��.���8(" ��' ���(�!��- -�1�����1� ��'" ! )'���
�-�1������

!�'��= � ��- -�.�� ���8 0�!(�!���'��= ����- ��
�9�-= �-�����(	 +�(��
�-����'8��

����
�.�� (�����'8��� ��� (����!�� !�'�< !�'��= 
�(�
�(�
��"4C��(" ! �
�(��$

(�!�� -�1�����1� ��'"	

��
����������� ����������� ���� ����� �*�� ����8� � �� ���! "#*$
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���� 
����� �  "����##�� ��!#��& ���, ���"��- ��#�

+'���
����" 0�(�8 ���'��-��(�� AcvB ! -���''�� 9�!�(�� �� ��-��
���
� ��� T = �

! ��)'���
���� )��� !�'�� !���C� )�(��������'8�� -�' ! (�'� ��'�0�" 9��
�C�����

9���@ cv ∝ e−Eg/T 	 � 
�9�'8���� ��!������ ���'��-��(�� ��� ������� ��-��
���
�

! �
������ �� -�.�� ���8 ��N"(���� ��9 �0��� ��'������ �
�(��''�0�(��� 
�6����	

5
�(���6�� �
��'�.���� 9��(8 < )�� �'�((�0�(��" ���
�" 1�
-���0�(��1� �
�(��''�	

��� -����
�	���� �	��
� 
�����
�	���
� ��
������� .���� /0���
�%1�
�

5
� �'�((�0�(��- 
�((-��
���� (
���"" )��
1�" ��'������ 
�6���� A�� �������

��N�-�B -�.�� ���8 !�0�('��� ( �(��'89�!����- 
�(�
���'���" ����(� ('���4C�-

��
�9�-@

E =
1

V

∫
dΓHe−βH∫
dΓe−βH

, β = 1/T , AE�B

! ����
�- dΓ < )�� )'�-��� ��9�!�1� �
�(�
��(�!� �
�('�''�@

dΓ =
∏
R

du(R) dP(R) =
∏
R,i

dui(R) dpi(R) .

2��(8 u(R) $ ��'� (-�C���� ����! �� ��'�.���" 
�!��!�(�"= P(R) $ �-��'8( ���� (


�!��!�(��- ��'�.����- R= � 1�-�'8������ H ��
���'"��(" !�
�.����-@

H =
∑
R

P2(R)/2M + U .

� 1�
-���0�(��- �
��'�.���� ��������'8��4 )��
1�4 U �
��"�� 9���(�!��8 ! !���@

U = U0 +
1

2

∑
R,R′,i,k

ui(R) Λi,k(R − R′)uk(R
′) , AE�B

1�� U0 $ 
�!��!�(��" )��
1�" �
� ��'�!�� (-�C���"�	 �!��" (����(��0�(��4 (�--� Z@

Z =
∫
dΓe−βH , AE�B

-�.�� 9���(��8 !�
�.���� �'" )��
1�� AE�B ('���4C�- ��
�9�-@

E = − 1

V

∂

∂β
lnZ .
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5
��9!��" ! AE�B 9�-��� ��
�-�����

u = ũ/
√
β , P = P̃/

√
β .

! 1�
-���0�(��- �
��'�.���� AE�B ��'�0�-@

Z = const × e−βU0β−3N ,

1�� N < 0�('� ���-�! ! �
�(��''�	 >��'�!�" )��
1�" E= ����- ��
�9�-= �-��� !��@

E =
U0

V
+

3N

V
T ,

� �'" ���'8��� ���'��-��(�� ��'�0��- 9���� 34'��1�<5��@

cv =
∂E

∂T
=

3N

V
.

��� -�������� �	��
� 
�����
�	���
� ��
�������

5�'�0����� ��!�� �'" ���'��-��(�� ���9�!���(" !�
��- '�68 �'" ��(����0�� !�$

(���� ��-��
���
	 5
� ��9��� ��-��
���
�� ���'��-��(�8 (�
�-��(" � ��'4 � �'"

���(���" )��1� ��!�����" ��������-� �0�(�8 �!����!���� ��'������ �
�(��''�0�(���


�6����	 I�((-��
�- ('�0��= ��1�� ! )'�-����
��� "0���� �������(" ν ���-�!	 ��$

-�'8������ ��'��'4C��(" ���-�! ! 1�
-���0�(��- �
��'�.���� -�.�� ���8 9���(��

! !���@

H =
∑
sR

Msu̇
2
s(R)

2
+

1

2

∑
i s R

ks′R′

Λss′
ik (R − R′)uis(R)uks′(R

′) , AE&B

1�� us(R) $ !����
 (-�C���" s$�1� ���-� ! )'�-����
��� "0���� ( 
����($!����
�- R=

s = 1..ν < ��-�
 ���-� ( -�((�� Ms ! "0����	 /�)��������� Λ ��'���4� (!��(�!�-

(�--��
��

Λss′
ik (R) = Λs′s

ki (−R) ,

�0�!����- �9 !��� 1�-�'8������� AE&B � (!"9��� ��
���'����-� (�����6���"-�= ��$


�.�4C�-� ��!�
������(�8 
�6���� ����(���'8�� ��
�''�'8��1� (-�C���" �'� ��$

!�
���	 :���!��(�!�4C�� 1�-�'8������� AE&B �
�!����" �!�.���" �84���� �-�4�

!��@

Msüsi = − ∑
ks′R′

Λss′
ik (R − R′)uks′(R

′) . AE*B
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5��(��!'"" 
�6���� ! !��� �'�(��� !�'��

us(R) = es(k) exp(ikR − iωt)

! �
�!����" AE*B ��'�0�- (�(��-� �9 3ν ����
����� �'1��
��0�(��� �
�!����� ����(�$

��'8�� ��-�'��(��� !�'�0�� es(k)= ����
�� 9�!�("� ��'8�� �� �����(� s � ��
���'"4�

�-�'����� � ��'"
�9���4 ��'������@

ν∑
s′=1

Λss′
ik (k) es′k − ω2Ms esi = 0 , AE,B

1�� !!����� ���9��0����

Λss′
ik (k) =

∑
R

Λss′
ik (R) exp(−ikR) .

:�(��-� �
�!����� AE,B ����(���'8�� esi �-��� ����'�!�� 
�6���� �
� !���'�����

�('�!�" (�!-�(���(��

det
∣∣∣Λss′

ik (k) − ω2Msδikδss′
∣∣∣ = 0 . AEEB

/�.��� �9 3ν 
�6���� ��(��
(�����1� �
�!����" AEEB ��
���'"�� 9���� ��(��
(��

ω = ωα(k) ! -��� ��'������ α	 :
��� 3ν !��!�� (����
� ��'������ ω = ωα(k) (�$

C�(�!�4� �
� ���(��0�(��� !��!� � ����
�� �
� ��9��� 0�(����� (����
 ��'������

'����� �� !�'��!�-� !����
�= � 
�6���� ��'��'��(" ! ��'�- ��� (�'�6��" (
���	 �

('�.��� 
�6�����= (���
.�C�� ��'�� ����1� ���-� ! )'�-����
��� "0����= (�C�(�!�$

�� �C� 3(ν − 1) ���� !�'�= � ����
�� 0�(���� �� ��
�C���(" ! ��'8 �
� k = 0= �

(�
�-��(" �
� k → 0 � ��(��"���-� �
���'�	 +�� ��'�����" 
�6���� ��9�!�4� ����$

0�(��-�	 ��-���- ��(��'8�� ��C�� (!��(�! ��(��
(������ (�����6����@

�	 5�(��'8�� !�'�0��� Λss′
ik (R) (�(��!'"4� )
-���!� -��
���= �� (��(�!����� !����
�

esi ����� -��
���= ��!�0�4C�� 
�9'�0��- (��(�!����- 9��0���"-= !9��-�� �
��1�$

��'8��@
ν∑

s=1

Ms e(α)
s (k) e∗(α′)

s (k) = δαα′ .

+�� �('�!�� ��
�.��� (!��(�!� �
��1���'8��(�� ��'"
�9���� ! 
�9'�0��� !��!"� (���$

�
�	

�	 :�--��
�" ����(���'8�� �9-�����" 9���� !
�-��� �9��0���= 0�� ������" ωα(k)

��'.�� ���8 0�����@

ωα(−k) = ωα(k) .
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�	 ��'��!�� !����
 k ��
���'�� ( ��0��(�84 �� !����
� ��
����� 
�6���� K@ 9��0�$

��" k ��'�0�4C��(" �� K ��9�0�(�� )�!�!�'�����= � ������" ω(k) ��
����0�� !

�
�(�
��(�!� ��
����� 
�6����@

ωα(k + K) = ωα(k) ,

0�� ��9!�'"�� �1
���0��8(" 9��0���"-� k �9 ��
!�� 9��� ;
�''4)��	

5
��9!�'8��� ��'�����'8��� �!�.���� �
�(��''�0�(��� 
�6���� -�.�� ���8 �
��$

(��!'��� ! !��� (���
��9���� ��1�C�� �'�(��� !�'�	 ��C�� !�
�.���� �'" (-�C���"

���-�! us(t, R) �-��� !��@

us(t,R) =
1√
N

3ν∑
α=1

∑
k

(
akα e(α)

s (k) eikR + c.c.
)
. AEFB

2��(8 N $ 0�('� )'�-����
��� "0��� ! �
�(��''�= e(α)
s $ !����
 ��'"
�9���� ! -���

��'������ α= (�--�
�!���� �� k !����(" �� 9��� ;
�''4)��	 �����
� ��'"
�9����

���!'��!�
"4� �
�!����4 AE,B � �
����'�1�4�(" ��
-�
�!����-� (�1'�(�� �('�!�4@

ν∑
s=1

Ms

M
e(α)

s (k) e∗(α′)
s (k) = δαα′ ,

1�� M =
ν∑

s=1
Ms < (�--�
��" -�((� ���-�! ! ����� "0����	 5
��9!�' ! !���
� !����
�!

e(α)
s -�.�� �(�
����8 ��'�.����- ����'����'8��1� �('�!�"

e(α)
s (−k) = e∗(α)

s (k) ,

('���4C�1� �9 )
-���!�(�� -��
��� Λss′
ik (R)	 /�)��������� akα �(�8 ������� !
�$

-��� � ���!'��!�
"4� �
�!����4 �(��''"��
�@

äkα + ω2
α(k) akα = 0 .

5�'�1�"

akα ∼ e−iωα(k)t ,

'�1�� !����8= 0�� ��.��� ('�1��-�� ! 
�9'�.���� AEFB �
��(��!'"�� (���� ��1�C�4

�'�(��4 !�'��	 5��(��!'"" !�
�.���� �'" (-�C���� AEFB ! �(������ 1�-�'8������

AE&B= -� ��'�0�- ('���4C�� !�
�.���� �'" ��'�����'8��� )��
1�� 
�6���� 0�
�9

�-�'����� akα ��'������ ! -��� α@

E = 2M
3ν∑

α=1

∑
k

ω2
α(k)|akα|2 . AEGB
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A�1� �
�!�
��$ )�� 9���0� �� )�9�-���B >���- ��
�9�-= ��'��" )��
1�" ��'������ 
�$

6���� �
��(��!'"�� (���� (�--� )��
1�� ����'8��� ��1�C�� �'�(��� !�'�	

����'��- �
���
�9�!����= ! 
�9�'8���� ����
�1� �
�!����" �!�.���" 
�6���� �
�$

-�� !�� ������0�(��� �
�!����� -�������	 3'" )��1� ��
����- � ������0�(��- ��
�$

-����-= ����
�� ���'�1�0�� ���
������ � �-��'8(� ���0��1� �(��''"��
�@

Qkα =
√
M (akα + a∗kα) ,

Pkα = −iωα(k)
√
M (akα − a∗kα) = Q̇kα .

5
� )��- 1�-�'8������ AEGB � �
�!����" �!�.���" �
���-�4� (�����
���� !��@

H =
1

2

3ν∑
α=1

∑
k

(
P 2

kα + ω2
α(k)Q2

kα

)
, AFHB

Q̇kα = ∂H/∂Pkα , Ṗkα = ∂H/∂Qkα , Q̈kα + ω2
α(k)Qkα = 0 .

:�����
���� �
�!�'� ��
����� � �!����!�� ���
�� ! 
�((-��
�!��-�- ('�0�� (!����("

� 9�-��� ��
�-����� Qkα � Pkα �� ���
���
� ( ��--���������-� (�����6���"-� !���@[
Q̂kα, P̂kα

]
= ih̄ .

��.�� ����9��8 0�� ����� (��(�� �!����!���" )�!�!�'����� �0��� �!����!�� -���$

���� �'" �(������ (�(��-� !9��-����(�!�4C�� �(��''"��
�!	 %�����" ��-�'8����

AFHB 9�-��"��(" ���'�1�0��- ���
���
�-= (��(�!����� 9��0���" ����
�1� ��
�6� �9$

!�(���	 :����
 )��
1�� ��'�0����� 9���0� �-��� !�� (�--� )��
1�� �(��''"��
�!@

E =
3ν∑

α=1

∑
k

h̄ωα(k) (nkα + 1/2) ,

1�� nkα = 0, 1, 2, . . . < ��'�� 0�('� 9���'����" 
�9'�0��� -�� ��'������	

>���- ��
�9�-= !�9��.������ (�(��"��� 
�6���� -�.�� 
�((-��
�!��8 ��� (�!�$

�����(�8 )'�-����
��� !�9��.����� A�!�9�0�(���B= ��.��� �9 ����
�� �-��� )��
$

1�4 h̄ωα(k)	 /!����!�� 0�('� nkα (����!"�(" �
� )��- 0�('�-� 9���'����" 
�9'�0���

(�(��"��� �!�9�0�(���	

��C�� !�
�.���� �'" !���
����� )��
1�� ( �0���- �!����!�� -������� �
���-���

!��@

E =
1

V

∑
n

Ene
−βEn

∑
n

e−βEn
= − 1

V

∂

∂β
lnZ .
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2��(8

Z =
∑
n

e−βEn

< )�� (����(��0�(��" (�--�= � n < )�� -��1�-�
��� �����(= ��-�
�4C�� �!����!�-�$

����0�(��� (�(��"��"	 � ��6�- ����
����- ('�0�� (�(��"��� ( ������
�- �����(�-

n 9�����(" !(�� (�!������(�84 0�(�' 9���'����" nkα	 5
"-�� !�0�('���� (����(��0�$

(��� (�--� �
�!���� ��( � !�
�.���4@

Z =
∏
kα

∞∑
nkα=0

e−βh̄ωα(k)(nkα + 1/2) =
∏
kα

e−βh̄ωα(k)/2

1 − e−βh̄ωα(k)
.

� 
�9�'8���� �'" (
����� )��
1�� ��'�0��-@

E =
1

V

3ν∑
α=1

∑
k

h̄ωα(k)(nkα + 1/2) ,

1��

nkα =
1

eh̄βωα(k) − 1

< )�� 
�(�
���'���� ;�9�<+��6����� ( ��'�!�- ��-�0�(��- ��������'�-	 5
� !�$

(���� ��-��
���
�� T � h̄ωα(k) )�� !�
�.���� �'" (
����� )��
1�� ���� 9����

34'��1�<5��	

I�((-��
�- �
���!���'�.��� �
���' ��9��� ��-��
���
	 �0�!����= 0�� !�'�� !(��

-�� ��'������= �'" ����
�� ωα(k) > T = ���9�!���(" )�(��������'8�� -�'	 >���- ��$


�9�-= !�'��� �� ����0�(��� !��!�� �������1� (����
� (����!"�(" ��(�C�(�!����-�

�
� ��(����0�� -�'�� ��-��
���
��	 ���
���!= ���(��0�(��� !��!� (����
� ���(��$

0�!�4� ! �����- �
���'� ��-���
�4C�� !�'�� ! (
���44 )��
1�4 � ���'��-��(�8	

3��(�!���'8��= �
� ��9��� 0�(����� ��'������ (����
 '����� �� !�'��!�-� !����
�

� �'" '4��� (��'8 �1���� -�'�� ��-��
���
� ������(" -��� ( 0�(����-� -��86�-�

��-��
���
�	 � )��- 
�.�-� -� !��'�� -�.�- !��
��8 ('���4C�4 ���
��(�-���4

�������1� (����
� � �'����(�� �������� -��@

ω = u�k , ω = utk ,

V

(2π)3
d3k =

V

(2π)3
4πk2dk =

V

(2π)3
4πω2dω

(
1

u3
�

+
2

u3
t

)
=

V

(2π)3
4πω2dω

1

ū3
,

1�� u� � ut $ (��
�(�� �
���'8��1� � ����
�0��1� 9!���!= (���!��(�!����	 � ���1� �'"

��-��
���
�� < 9�!�("C�� 0�(�� (
����� )��
1�� �-��-@

δE =

∞∫
0

h̄ω

eh̄βω − 1
· ω

2

2π2
dω

1

ū3
=

3T 4

2π2h̄3ū3

∞∫
0

z3dz

ez − 1
=

3T 4

2π2h̄3ū3
· π

4

15
.
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:���!��(�!����= !�
�.���� �'" ���'��-��(�� �
���-��� !��@

cv =
12T 3

2π2h̄3ū3
· π

4

15
.

5�'�0����" ��
-�'� (�
�!��'�!� '�68 �
� ��(����0�� ��9��� ��-��
���
��= 9��0�$

��'8�� ��.� ��-������ ��-��
���
�	 �� �
������ �'" ���(���" ��!�����" ���'��-$

��(�� ! 6�
���- ����
!�'� ��-��
���
 �(��'89�4� ����
��'"������� ��
-�'�	

�#� 2��	������
����	 !���"�� /	 �� 
 ���3�	����

I�((-��
�- 9��(8 �!� �(��!��� ����
��'"������� ��
-�'�	 5�
!�" �9 ��� A��
$

-�'� 3���"B �(��!��� �� ('���4C�- �
����'�.����	 ;���- (0����8= 0�� �� !(�- �
�$

�".���� (����
� 0�(�����" 9�!�(�-�(�8 �'����(�� (�(��"��� (�!������ ( ���= ����
�"

�-��� -�(�� �� ��9��� 0�(�����= � (����
 ��
�!���(" �� ������
�� 0�(���� ωm	 +�� 0�$

(���� ��
�9���" (����
� A�����!(��" 0�(����B �������(" �9 �('�!�" ��
-�
�!�� 0�('�

��'������ �� �
�!�'8��� 0�('�@

3V

2π2ū3

ωm∫
0

ω2dω =
V ω3

m

2π2ū3
= 3Nν ,

1�� N< )�� ��'��� 0�('� )'�-����
��� "0��� ! �
�(��''�= � ν < 0�('� ���-�! ! )'�$

-����
��� "0����	 � ���1� !�
�.���� �'" ��-��
���
�� < 9�!�("C�� 0�(�� (
�����

)��
1�� �
���-��� !��@

δE =

ωm∫
0

h̄ω39Nν

(eh̄βω − 1)V ω3
m

dω =
3Nν

V
· T ·D

(
θ

T

)
,

1��

D(x) =
3

x3

x∫
0

z3dz

ez − 1

< )�� ������" 3���"	 3'" ���'8��� ���'��-��(�� ��'�0��- A(-	 
�(	�B@

cv =
3Nν

V

(
D

(
θ

T

)
− θ

T
D′
(
θ

T

))
.

����
�(��- ('��(�!��- 
�((-��
�!��-�� ����
��'"��� "!'"��(" (�C�(�!�!���� (�$

��!��(�!����� (�(��"���@ �'" �!�� �
�(��''�! ( 
�9��� ��-��
���
�� 3���" θ -�.��

�����
��8 ��-��
���
� �9-�
���" ���'��-��(�� ���= 0�� 9��0���" ���'��-��(�� �����

�������!�	 ;�9�('�!�� ����
��'"��" 3���" ��
�6� '�68 �'" �
�(��''�! ( �
�(��-�
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���� !� "���#�
� ��$��������# cvV/3Nν � $	��������� %��
�


�6����-�= �'" -�'�1� 0�('� ����0�(��� -�� (����
�	 3'" ���(���" !�'��� ! ���'�$

�-��(�8 ����0�(��� ������! ��'�� ����!����� "!'"��(" -���'8 +��6�����= ! ����
��

0�(���� ����0�(��1� ������ ωE �
����'�1���(" ��9�!�("C�� �� !�'��!�1� !����
� !�

!(�� 9��� ;
�''4)��	 :���!��(�!�4C�� !�'�� ! (
���44 )��
1�4 �-��� !��@

Nh̄ωE

eh̄βωE − 1
.

%���&� 
 �������� ������ 	 
��������

%��� 5�'�0��� 9���� ��(��
(�� ������! ! ����-�
��� ����0�� ���-�! (� !9��-����$

(�!��- -�.�� m− �'�.��6�-� (�(��"-�	

U =
∑
n

∑
m>0

1

2
Cm (un − un+m) ,

1�� un (-�C���� n−1� ���-� ! 
�6����	

%�*� ��0�('��8 �������4 ���'��-��(�8 �
�(��''�	

'
������� %���&� ����+������ 	 �*� ��* ����5�)<�

%� � ��0�('��8 ���'��
�!����(�8 �9�'"��
� A�������4 0�(�8 ���'��
�!����(�� �
�$

(��''�B	

'
������� %���&� ����+������ 	 �*� ��* �����*8)�  
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%�!� /���� ��� ��'������ ! �
�(��''� -�.�� !�9��.���8(" �
� ��1'�C���� )'���
�$

-�1�����1� �9'�0���"Q

%�:� 3'" ������! ! -���''�� !�!�(�� (�����6���� ;�-�<:��!�
�= (!"9�!�4C�� (��$


�(�8 %�
-� vF � (��
�(�8 9!��� ! -���''� c@

c2 =
Zm

3M
v2

F ,

1�� Z K 9�
"� ����= M K -�((� ����= m K -�((� )'���
���	

'
������� %���&� ����+������ 	 �*� ��* ����� 5)�!�

��
����������� ����������� ���� ���**� * �

122



�4� ��.�"&����&  �#�����' "�/�� � � ��!#���� "��/�"����

���"��- ��#�

� �����- 
�9��'� -� ��(���- ��9�0�(��4 �
�
��� ���'�!�1� 
�(6�
���" �!�
���

��'	 2���0� )�� "!'"��(" �
�-�
�-= �''4(�
�
�4C�- (�C�(�!����4 
�'8 ���'������

�� ���
�� 1�
-���0�(��1� �
�(��''�	 ��1�
-���0�(��� )������= 
�((-��
�!��-�� ��$

.� < (��8 )������ �����$�������1� !9��-����(�!�"	 ��1�
-���0�(��� 0'��� ��4�

!�'�� ! (!������4 )��
1�4 �
�(��''�= -���-�- ����
�� ����
8 �� (���!��(�!��� ��$

'�!�- (-�C���"- ���-�!	 5
� )��- !�(8 �
�(��'' 
�(6�
"��(" �'� (.�-���(" �� ���

��
 ���� �� ����� ��(��1��� ��N�-= �
� ����
�- (!������" )��
1�" -���-�'8��	 L�$

(�� �
�(���6�� 
�((-��
���� ����� )������! �(��!��� �� �������= ! ����
�- 0�(����

�������1� (����
� 
�((-��
�!�4�(" ��� ������� ��N�-� �
�(��''�	

��C�� !�
�.���� �'" ��)��������� ���'�!�1� 
�(6�
���" -�.�� ���8 9���(���

('���4C�- ��
�9�-@

α =
1

3V

(
∂V

∂T

)
p

.

�(��'89�" �
�!����� (�(��"��"= ��'�0�-@

(
∂V

∂T

)
p

= −
(

∂p
∂T

)
V(

∂p
∂V

)
T

,

� ��)�������� ���'�!�1� 
�(6�
���" �
���-��� !��@

α =
1

3B

(
∂p

∂T

)
V

.

2��(8

B = −V
(
∂p

∂V

)
T

< )�� -���'8 !(�(��
����1� (.���"	

3'" ��'8���6�� !�0�('���� �(��'89��- (�����6���"@

p = −
(
∂F

∂V

)
T

,

F = E − TS , T

(
∂S

∂T

)
V

=

(
∂E

∂T

)
V

,

p = −T ∂

∂V

⎛⎝E − T

T∫
0

dT ′

T ′
∂

∂T ′E(T ′, V )

⎞⎠ .
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2��(8 E< !���
���"" )��
1�"= F < (!������" )��
1�"= S < )��
���"	 � 1�
-���0�(��-

�
��'�.���� !�
�.���� �'" !���
����� )��
1�� ��'� ��'�0��� !�6�@

E = Eeq +
3ν∑

α=1

∑
k

h̄ωα(k)(nkα + 1/2) ,

1�� Eeq< 
�!��!�(��" )��
1�" �
�(��''�	 5��(��!'"" )�� !�
�.���� ! �
�!�������

!�6� (�����6���"= ��'�0�-@

p = − ∂

∂V

(
Eeq +

3ν∑
α=1

∑
k

h̄ωα(k)/2

)
+

3ν∑
α=1

∑
k

(
−∂h̄ωα(k)

∂V

)
1

eh̄βωα(k) − 1
.

�('� ��������'8��" )��
1�" �-��� (�
�1� 1�
-���0�(��4 ��
-�= �� 0�(���� (����
�

�� -�1�� 9�!�(��8 �� ��N�-� �
�(��''�= ��!'���� �� 9�!�(�� �� ��-��
���
� � ��$

)�������� ���'�!�1� 
�(6�
���" ��
�C���(" ! ��'8	 5
� �0��� .� ��1�
-���0�(���

!�'���! �-��-@

α =
1

3B

3ν∑
α=1

∑
k

(
−∂h̄ωα(k)

∂V

)
∂nkα

∂T
.

:
�!��!�" ( ��
-�'�� �'" ���'8��� ���'��-��(��

cv =
3ν∑

α=1

∑
k

cvα(k) =
3ν∑

α=1

∑
k

h̄ωα(k)

V

∂nkα

∂T

� ��
���'"" !�'�0���

γkα = −∂ lnωα(k)

lnV
,

γ =

3ν∑
α=1

∑
k γkαcvα(k)

3ν∑
α=1

∑
k cvα(k)

,

A��
�-��
 �
4���9���B= ��'�0�- (�����6����@

α =
γcv
3B

.

� �
�(���6�� -���'"� !�'�0��� γkα �������!� �'" !(�� -��	 � -���'� 3���"= ��$

�
�-�
= !(� 0�(���� '������ 9�!�("� �� �����!(��� 0�(���� ωm= �= ('���!���'8��=

��'�0��-@

γ = −∂ lnωm

lnV
.

����'8 B ('��� 9�!�(�� �� ��-��
���
�= � ��)�������� ���'�!�1� 
�(6�
���" �-���

�� .� ��-��
���
��4 9�!�(�-�(�8= 0�� � ���'8��" ���'��-��(�8	

��
����������� ����������� ���� ���*:�
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4� %#� �"��01������� ����&���'����� � &���##�-�

��� /
(�	���
�	���� ����
��	����5 �	������ -��	���	���� �	��
��

5�'��" ��)'���
�0�(��" �
������-�(�8 -���''� ε(q, ω) �� ��
���'���4 (!"9�!���

��������'� ϕ � ϕext@

εϕ = ϕext . AF�B

���'�1�0�� -�.�� !!�(�� ��)'���
�0�(��4 �
������-�(�8= (!"9����4 ( 0�(�� )'��$

�
����- !�'���-

εelϕ = ϕext + ϕion , AF�B

1��

−∆(ϕext + ϕion) = 4π(ρext + ρion) ,

'��� ��)'���
�0�(��4 �
������-�(�8= (!"9����4 ( 0�(�� �����- !�'���- A1�'��

����!B

εion
0 ϕ = ϕext + ϕel , AF�B

1��

−∆(ϕext + ϕel) = 4π(ρext + ρel) .

:�'���!�" ����
8 �
�!����" AF�B � AF�B � !�0���" AF�B ��'�0�-@

(εel + εion
0 − ε)ϕ = ϕext + ϕel + ϕion = ϕ ,

0�� ���� ��- ('���4C�� !�
�.���� �'" ��'��� ��)'���
�0�(��� �
������-�(��@

ε = εel + εion
0 − 1 .

2���6�- ����
8 ����'8��� !�'��� ! ��)'���
�0�(��4 �
������-�(�8	 5
� )��- �'"

)'���
����� 0�(�� ε �
����
�.�- !
�-����� ��(��
(���= �
����'�.�!= 0�� ω � qVF @

εel = 1 +
k2

0

q2
.

3'" ������ 0�(�� !�(��'89��-(" �
���!���'�.��- �
���'8��- ('�0��- ω � qv A1��

v $ ��
����
��" (��
�(�8 �!�.���" ����!= ����
�4 -� -�.�- ������8 �9 (�����6���"

Mv2 ∼ T B@

εion
0 = 1 − Ω2

p

ω2
.

125



��� ��
�!��(�!� (�!-�(��� �
�1 ( �
�1�-= ��(��'8�� v � VF 	 � 
�9�'8���� �-��-@

ε = 1 +
k2

0

q2
− Ω2

p

ω2
.

2��(8 -� !!�'� ���9��0���� Ωp �'" �'�9-����� 0�(���� ��'������ ����!@

Ω2
p =

4πniZ
2e2

M
=
Zm

M
ω2

p ,

1�� ωp $ �'�9-����" 0�(���� ��'������ )'���
���!= ni = ne/Z	
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	 ���	 ��
�� 2����� ��"� � �����	� 7�����3	�
	 8���+

7���	���

5�'�0����" !�6� ��)'���
�0�(��" �
������-�(�8 -�.�� ���8 �(��'89�!��� �'"

��
���'���" (����
� �
���'8��� �'�9-����� -��= �9!�(���� ���.� ��� ������ 9!��	

 
�!����� (��(�!����� ��'������ ����(" �('�!��- ε = 0@

ω2(q) =
Ω2

p

1 +
k2
0

q2

.

5
� -�'�� �-��'8(�� q ��'�0��- 9���� ��(��
(�� 9!���@

ω(q) = uq ,

1�� �'" (��
�(�� 9!��� �-��- ��� ��9�!��-�� (�����6���� ;�-�<:��!�
�

u = VF

√
Zm

3M
.

�9"! m/M ∼ 10−4 − 10−5= ��'�0��- u ∼ 106cm/c	 ����6���� (��
�(��� -�.�� ���8

!�
�.��� 0�
�9 ����6���� ��
����
��� ��-��
���
 %�
-� ATF ∼ 104KB � 3���" AθD ∼
300KB@

u

VF

� θD

TF

.
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���	����
	� 1	�	(����
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"��! ! (
��� ��
���'"��(" !�'�0���� ��
����� ε@

1

ε
=

1

1 +
k2
0

q2

[
ω2

ω2 − ω2(q)

]
,
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1�� ω(q) $ )�� �������� (����
	 2�!�(�-�(�8 )��� !�'�0��� �� 0�(���� ��
�.���

9���9��!�4C�� ��
����
 !9��-����(�!�"	 ����C� ���� !9��-����(�!�" )'���
���!

�-���� ( �
���'8��-� ��'�����"-� �
��(��!'"��(" !��'�� �(��(�!����-= �('� �0�(�8=

0�� )'���
�� ��'.�� !9��-����(�!�!��8 ( ������
�!����- 9�
"��-= ��!������- �
�

�!�.���� ����!= � )��� 9�
"� ! (!�4 �0�
��8 ��
���'"��(" !�'�0���� divP= 1�� ��'"
�$

9���" ��
���'"��(" ��'�- (-�C����@ P ∝ u	 %�
8�<��
�9 ��������'� !9��-����(�!�"

�!�� )'���
���! -�.�� ���8 ��'�0�� �
� 9�-��� q → k − k′= ω → (Ek − Ek′)/h̄@

Vk−k′ =
4πe2

(k − k′)2 + k2
0

[
(Ek − Ek′)2/h̄2

(Ek − Ek′)2/h̄2 − ω2(k − k′)

]
.

>���- ��
�9�-= (�C�(�!��� ��'�(�8 !�'��!�� !����
�! )'���
���!= ! ����
�� !9��$

-����(�!�� -�.�� ��-� (����!��(" �
��"1�!�4C�-	 +�� "!'���� ��9�!���(" ��
�$

)�
���
�!���= ��(��'8�� (!"9��� ( �9����0��- ��
�
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���'����- ������
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�
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���!	 ��-����" ���
�!�� � )��
1�� )'���
��� ! �
����
�.���� )�
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��
�!��� �-��� !��@

∆Ek = −
∫ dk′

(2π)3

4πe2

|k − k′|2f(k′) ,

1�� f(k′) $ ��
-��!(��" ������" 
�(�
���'���"	 3'" �0��� )�
���
�!�� -� -�.�-

����-���'�1�0�(�� 9�-����8 -��
�0��� )'�-��� ��'���!(��1� !9��-����(�!�" ! )��-

!�
�.���� �� Vk−k′ = �
�!������� ! �
�����C�- ���
�9��'�@

∆Ek = −
∫ dk′

(2π)3
Vk−k′f(k′) .

5�'�0����� !�
�.���� �(�8 ����1
�'8��� �
�!����� �� )��
1�4 Ek	 �(��'89�"= ����$

��= �('�!�� h̄ωD � EF -� -�.�- ��'�0��8 ('���4C�� !�.��� !�!���@ A�B �
�!��8
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-� � ��!�
���(�8 %�
-� �� �9-��"4�(" ( �0���- ������ ���
�!�� � )�
���
�!��R

A�B (��
�(�8 %�
-� �-��86���("= � �'����(�8 (�(��"��� �!�'�0�!���(" �� ��)�����$

��� 1 + λ= 1�� λ <∼ 1 A(-	 
�(	 &B	
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���
 T � h̄ωD ��-��
���
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! �(��!��- ��
���'"��(" �9-������- 0�('� ������! (�1'�(�� 
�(�
���'���4 ;�9�<

+��6�����@

n(q) =
1

eh̄ω(q)/T − 1
� T

h̄ω(q)
.
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�9�'8���� (��
���!'���� -���''�! '������ 9�!�(�� �� ��-��
���
�	

5
� ��9��� ��-��
���
�� (������" (����!��(" ��'�� ('�.��� �� ('���4C�- �
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�	 5�"!'"��(" ��-��
���
��� �����
 T 2= ����
�� !�9!�� �1
���0����- �� )��
1��

� �-��'8(� ������!@ h̄ω(q) = h̄uq <∼ T 	 5
���-�" !� !��-���� 9����� (��
�����"

)��
1�� � �-��'8(� �
� �(��(����� A��1'�C����B ������

h̄ω(q) = ±(Ek+q − Ek) ,

-�.�� (��'��8 !�!��= 0�� ! �
���((�� 
�((�"��" �
���-�4� �0�(��� '�68 ������
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-�= ����
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√
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1

τ e−ph
∼ T 3 .
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�-" (!������1� �
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���
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�9�'8���� ��"!'"��(" ����'����'8��� �����
 T 2	

5�'�0�4C�"(" ! ���1� ��-��
���
��" 9�!�(�-�(�8 (��
���!'���" ('����� 9�����

;'���@ ∝ T 5	
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∞∫
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∑
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∞∫
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Φ(p, T, η) =
∫
dV

(
Φ0 + hη + Aη2 + Cη3 +Bη4 + g(∇η)2

)
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S = −∂Φ

∂T
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(
∂S

∂T

)
p

.
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a2Tc
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w ∝ e−H/T .
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η(r) =
∑
k

ηke
ikr , η∗k = η−k , H = V

∑
k

(gk2 + at)|ηk|2 , t = T − Tc ,

G =< η(r1)η(r2) >=
∑
k

eik(r1−r2) < |ηk|2 > .

�!���- ���(�!���'8��4 � -��-�4 0�(�� ηk = xk + iyk � !�0�('�- (���!��(�!�4C��
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< |ηk|2 >=

∫
(x2

k + y2
k)e

−V
∑
q

(gq2+at)(x2
q+y2

q)/T ∏
q
dxqdyq
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e
−V
∑
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(gq2+at)(x2
q+y2

q)/T ∏
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dxqdyq

=

∫
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k + y2
k)e

−2V (gk2+at)(x2
k+y2

k)/Tdxkdyk∫
e−2V (gk2+at)(x2

k
+y2

k
)/Tdxkdyk

=

=
T

2V (gk2 + at)
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G =
Tc

8πgr
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1. Îäíîýëåêòðîííûå çàäà÷è òóííåëèðîâàíèÿ â îäíîìåðíûõ è
ïëîñêîñëîèñòûõ ñèñòåìàõ
Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû îáùèå âîïðîñû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîííûõ âîëí â ñðåäå,
ñâîéñòâà êîòîðîé ìåíÿþòñÿ òîëüêî âäîëü îïðåäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîäõîä îñíîâàí èñïîëüçîâàíèè
îäíîýëåêòðîííîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà Ĥψ = Eψ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ óïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ/òóííåëèðîâàíèÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ èõ ïîëíîé
ýíåðãèè E.

1.1. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ â ñòàöèîíàðíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå

1.2. Ìåòîä ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Òî÷íûå ðåøåíèÿ
1.2.1. Ôîðìàëèçì ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ

Ðàññìîòðèì äèíàìèêó êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû â íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé
çàäàííûì íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ(x). Ïîñêîëüêó â äàííîì
ïðèáëèæåíèè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E ñîõðàíÿåòñÿ, ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

ih̄
∂

∂t
Ψ(r, t) = ĤΨ(r, t)

ìîæåò áûòü íàéäåíî â ñëåäóþùåì âèäå

Ψ(r, t) = ψ(r) eiEt/h̄,

ãäå Ĥ = (h̄2/2m)∆ + U(x) � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, U(x) = eϕ(x) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû.

U1

U2

a3

b3

a1

b1

x1

U1

U2

a2

b2

a1

a)

x1

a2

b2

x2

U3

b)

b1

Ðèñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå: (a) � ñêà÷îê ïîòåíöèàëà, (b)
� ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà îäíîìåðíûé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (ðèñ. 1)

Us(x) =

{
U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x > x1.

Îäíîýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(r) = ψ(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîìåðíîìó ñòàöèîíàðíîìó
óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà ñëåäóþùåãî âèäà

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ. (1.1)

Â êàæäîé èç îáëàñòåé 1 è 2, â êîòîðûõ ïîòåíöèàë U(x) íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû, óðàâíåíèå (1.1)
ïðèíèìàåò âèä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè, íåçàâèñÿùèìè îò
êîîðäèíàòû

Îáëàñòü 1 (x < x1) :
d2ψ1

dx2
+ k2

1ψ1 = 0, k2
1 =

2m

h̄
(E − U1), (1.2)

Îáëàñòü 2 (x > x1) :
d2ψ2

dx2
+ k2

2ψ2 = 0, k2
2 =

2m

h̄
(E − U2). (1.3)
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ãäå k1,2 � âîëíîâûå âåêòîðà â îáëàñòÿõ 1 è 2.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáùèì ðåøåíèåì îäíîìåðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ψ′′ + k2ψ = 0

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé âèäà a eikx è b e−ikx. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(1.2) è (1.3) â îáëàñòÿõ 1 è 2 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå

Îáëàñòü 1 (x < x1) : ψ1(x) = a1 eik1x + b1 e−ik1x,

Îáëàñòü 2 (x > x1) : ψ2(x) = a2 eik2x + b1 e−ik2x,

èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

ψ1(x1) = ψ2(x1),
dψ1

dx

∣∣∣
x1

=
dψ2

dx

∣∣∣
x1

,

ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí â îáëàñòÿõ 1 è 2:

a1 eik1x1 + b1 e−ik1x1 = a2 eik2x1 + b2 e−ik2x1 , (1.4)

ik1a1 eik1x1 − ik1b1 e−ik1x1 = ik2a2 eik2x1 − ik2b2 e−ik2x1 . (1.5)

Çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.4) è (1.5), âûðàæàÿ a1 è b1 ÷åðåç a2 è b2

a1 =
(k1 + k2)

2k1
ei(−k1+k2)x1 a2 +

(k1 − k2)
2k1

ei(−k1−k2)x1 b2, (1.6)

b1 =
(k1 − k2)

2k1
ei(+k1+k2)x1 a2 +

(k1 + k2)
2k1

ei(+k1−k2)x1 b2, (1.7)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.6) è (1.7) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå
(

a1

b1

)
= T̂

(
a2

b2

)
, T̂ =

1
2k1

(
(k1 + k2) ei(−k1+k2)x1 , (k1 − k2) ei(−k1−k2)x1

(k1 − k2) ei( k1+k2)x1 , (k1 + k2) ei( k1−k2)x1

)
. (1.8)

ãäå ìàòðèöà ïåðåõîäà T̂ ðàçìåðà 2 × 2 îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ (transfer-
matrix), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû†. Êàê áóäóò ïîêàçàíî íèæå,
àïïàðàò ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñèòü ðåøåíèå çàäà÷ â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ
ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ.

1.2.2. Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ. Îòðàæåíèå ÷àñòèöû îò ñêà÷êà
ïîòåíöèàëà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ èç òî÷êè x = −∞, íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå
Us(x):

Us(x) =

{
U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x > x1

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå ïî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè ñëåäóåò ïîëîæèòü
b2 = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ èñòî÷íèêîâ íà áåñêîíå÷íîñòè. Àìïëèòóäó ïàäàþùåé âîëíû a1

áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé. Ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè âîëí äàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.8), êîòîðîå ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèé âèä

(
a1

b1

)
=

(
T11 T12

T21 T22

) (
a2

0

)
.

† Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû (U1 = U2), ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìååò âèä åäèíè÷íîé ìàòðèöû:

T̂ =

(
1 0

0 1

)
.
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Ââåäåì êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ r (re�ection) è ïðîõîæäåíèÿ t (transmission) êàê îòíîøåíèå ïîòîêîâ
âåðîÿòíîñòè â îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëíàõ ê ïîòîêó âåðîÿòíîñòè ÷àñòèöû â ïàäàþùåé âîëíå. Íåéäåì
òåïåðü ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ìàòðèöû T̂ ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ýëåìåíòû T11 è T21 ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïðåäåëÿþò àìïëèòóäû îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí

a2 =
1

T11
a1, b1 = T21 a2 =

T21

T11
a1. (1.9)

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

r =
∣∣∣∣
b1

a1

∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣
T21

T11

∣∣∣∣
2

, t =
k2

k1

∣∣∣∣
1

T11

∣∣∣∣
2

=
k2

k1

∣∣∣∣
a2

a1

∣∣∣∣
2

=
k2

k1

∣∣∣∣
1

T11

∣∣∣∣
2

. (1.10)

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ k1 è k2, ò.å. â
êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííûõ îáëàñòÿõ.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1(a). Äëÿ
ïðîñòîòû ïîëîæèì x1 = 0, òîãäà T11 = (k1 + k2)/2k1, T21 = (k1 − k2)/2k1 è

r =
∣∣∣∣
T21

T11

∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣
k1 − k2

k1 + k2

∣∣∣∣
2

, (1.11)

t =
k2

k1

∣∣∣∣
2k1

k1 + k2

∣∣∣∣
2

=
4 k1 k2

(k1 + k2)2
. (1.12)

Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)|2 è êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü ïðè
E > U2 è ïðè E → U+

2 èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó t(E) ' 4
√

(E − U2)/(U2 − U1). Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî äàæå ïðè íàäáàðüåðíîì ïðîõîæäåíèè êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû è ëèøü
àñèìïòîòè÷åñêè‡ ïðè E →∞ âûõîäèò íà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå: t(E) ∼ 1− (U2 − U1)2/16E2.

1.2.3. Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíûé
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (ðèñ. 1) ñëåäóþùåãî âèäà

Ub(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x > x2

Ââîäÿ ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ (1) è T̂ (2), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîãëàñîâàíèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïðè x = x1 è x = x2 è èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, ÷òî è âûðàæåíèå (1.8), ïîëó÷àåì ñâÿçü ðåøåíèé â 1 è
3 îáëàñòÿõ: (

a1

b1

)
= T̂ (1)

(
a2

b2

)
= T̂ (1) T̂ (2)

(
a3

b3

)
.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòîì T11 ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû
ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí

T11 = T
(1)
11 T

(2)
11 + T

(1)
12 T

(2)
21 =

1
2k1

1
2k2

{
(k1 + k2)(k2 + k3) ei(−k1+k2)x1 ei(−k2+k3)x2

+(k1 − k2)(k2 − k3) ei(−k1−k2)x1 ei(k2+k3)x2

}
. (1.13)

‡ Íàïîìíèì, ÷òî √
1− Ui

E
'= 1− 1

2

Ui

E
+

1

8

U2
i

E2
.
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√
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√
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Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)|2 â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E íàëåòàþùåé ÷àñòèöû
(ïóíêòèðíûå ëèíèè). Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè E, E0 = h̄2/(2mw2) � ìàñøòàá
ýíåðãèé, w � ìàñøòàá äëèíû, âûñîòà áàðüåðà U2 = 10E0. Îñöèëëÿöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíà ïðè x <

0 ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, êîòîðàÿ òåì ýôôåêòèâíåå, ÷åì áîëüøå
àìïëèòóäà îòðàæåííîé âîëíû.

Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äëÿ ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýíåðãèåé ÷àñòèöû è âûñîòîé áàðüåðà ìîæíî
çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

t =
16 k1k

2
2k3∣∣∣(k1 + k2)(k2 + k3) e−ik2w2 − (k2 − k1)(k2 − k3) e+ik2w2

∣∣∣
2 , (1.14)

ãäå w2 = x2 − x1 � øèðèíà ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.

Èç àíàëèçà ôîðìóëû (1.14) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âàæíûå âûâîäû:

• Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì k1 è k3, ò.å. íå èìååò çíà÷åíèÿ, ñ êàêîé ñòîðîíû
íàëåòàþò ÷àñòèöû íà áàðüåð � êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ áóäåò îäèíàêîâûì;

• Äëÿ ñëó÷àÿ íàäáàðüåðíîãî ïðîõîæäåíèÿ (êîãäà âñå âîëíîâûå âåêòîðà äåéñòâèòåëüíû), ìîæíî ïåðåéòè
ê áîëåå ïðîñòîé ôîðìå

t =
16 k1k

2
2k3

4k2
2(k1 + k3)2 + 4(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − k2

3) sin2 k2w2

. (1.15)

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî áàðüåðà (k1 = k3) ïîñëå äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì

t =
{

1 +
(k2

2 − k2
1)

2

4k2
1k

2
2

sin2 k2w2

}−1

=
{

1 +
(U2 − U1)

4(E − U1)(E − U2)
sin2 k2w2

}−1

. (1.16)

Îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé âîëí, îòðàæåííûõ îò
ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà. Ñîãëàñíî (1.15) àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ (k2

2 − k2
1)

è (k2
2 − k2

3), ïîýòîìó ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàçíîñòè U2 − U3 îñöèëëÿöèè ñòàíîâÿòñÿ âñå ìåíåå
âûðàæåííûìè è ïðè U2 = U3 èñ÷åçàþò, ïðè ýòîì ôîðìóëà (1.15) ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå (1.12).
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• Äëÿ àíàëèçà ïîäáàðüåðíîãî ïðîõîæäåíèÿ (E < U2) óäîáíî ïåðåéòè ê äðóãîé ôîðìå âûðàæåíèÿ (1.14).
Åñëè âîëíîâîé âåêòîð k2 =

√
2m(E − U2)/h̄2 ÷èñòî ìíèìûé (k2 = iκ2), ââåäåì ôàçîâûå ìíîæèòåëè

ϕ1 = arctg(κ2/k1) è ϕ3 = arctg(κ2/k3). Òîãäà âûðàæåíèå (1.14) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â áîëåå
êîìïàêòíîì âèäå‡

t =
16k1κ

2
2k3

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
1

|eiϕ1+iϕ3 eκ2w2 − e−iϕ1−iϕ3 e−κ2w2 |2 . (1.17)

Ïóñòü eκ2w2 À e−κ2w2 (ñëàáîå ïðîïóñêàíèå), òîãäà

t =
k3

k1

1
|T11|2 =

16k1κ
2
2k3

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
e−2κ2w2 . (1.18)

• Äðóãèì èíòåðåñíûì ñïîñîáîì ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ â ñëó÷àå ïîäáàðüåðíîãî
ïðîõîæäåíèÿ èç âûðàæåíèÿ (1.15) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûé ïåðåõîä k2 → iκ2 è k2

2 → −κ2
2. Â êîíå÷íîì

ñ÷åòå äëÿ àñèììåòðè÷íîãî áàðüåðà ïîëó÷àåì

t =
16 k1κ

2
2k3

4κ2
2(k1 + k3)2 + 4(κ2

2 + k2
1)(κ

2
2 + k2

3) sinh2 κ2w2

, (1.19)

êîòîðîå â ïðåäåëå κ2w2 À 1 è sinhκ2w2 → eκ2w2/2 ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå (1.18): t = 4k1k2/(k1 +k2)2.

• Ýíåðãåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåì: t(E) ∝ exp

(
−2w2

√
2m(U2 − E)/h̄2

)
.
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Ðèñ. 3. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)| â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E íàëåòàþùåé ÷àñòèöû
(ïóíêòèðíûå ëèíèè). Àìïëèòóäà íàëåòàþùåé âîëíû a1 ïðèíÿòà ðàâíîé åäèíèöå. Êîýôôèöèåíò
ïðîõîæäåíèÿ t êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè E, E0 = h̄2/(2mw2) � ìàñøòàá ýíåðãèé, w � ìàñøòàá äëèíû, âûñîòà
áàðüåðà U2 = 10E0. Îñöèëëÿöèè ïëîòíîñòè ýëåêòðîíà ïðè x < 0 ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé ïàäàþùåé è
îòðàæåííîé âîëí.

‡ Íàïîìèíàåì, ÷òî k1 ± iκ2 =
√

k2
1 + κ2

2 e±iϕ1 , ãäå ϕ1 = arctg(κ2/k1).
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Ðèñ. 4. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)| â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè E íàëåòàþùåé ÷àñòèöû
(ïóíêòèðíûå ëèíèè) ïðè íàäáàðüåðíîì ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû íàä ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé.

1.2.4. Ñòàöèîíàðíûå óðîâíè ýíåðãèè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé
âûñîòû

Ïðèìåíèì àïïàðàò ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ê çàäà÷å î ñïåêòðå ýíåðãèè ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé
â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ââåäåì ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ (1) è T̂ (2), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîãëàñîâàíèþ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè x = x1 è x = x2. Ëîêàëèçîâàííîìó ñîñòîÿíèþ ÷àñòèöû â ÿìå ñîîòâåòñòâóåò òàêîå
ðàñïðåäåëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè, ïðè êîòîðîì îòñóòñòâóþò ðåøåíèÿ, íàðàñòàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè,
ïîýòîìó äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ðåøåíèé âèäà a1 e−κx è b2 eκx ñëåäóåò ïîëîæèòü a1 = b2 = 0. Â êîíå÷íîì èòîãå
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

(
0

b1

)
= T̂

(
a3

0

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
a3

0

)
=

(
T11a3

T21a3

)
,

îòêóäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé T11 = 0. Äëÿ
ñòðóêòóðû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 5, ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
äâóì ìàòðèö T̂ (1)T̂ (2). Âû÷èñëèì ýëåìåíò T11 è íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îí îáðàùàåòñÿ â íóëü

T11 = T
(1)
11 T

(2)
11 + T

(1)
12 T

(2)
21 =

1
2k1

1
2k2

{
(k1 + k2)(k2 + k3) ei(−k1+k2)x1 ei(−k2+k3)x2 +

+(k1 − k2)(k2 − k3) ei(−k1−k2)x1 ei(k2+k3)x2

}
. (1.20)

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì øèðèíó áàðüåðà w2 = x2 − x1, âîëíîâûå âåêòîðà k1 =
√

2m(E − U1)/h̄2, k3 =√
2m(E − U3)/h̄2 è ôàçîâûå ìíîæèòåëè ϕ1 = arctg(k2/κ1) è ϕ3 = arctg(k2/κ3). Óñëîâèå T11 = 0 ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

eiϕ1+iϕ3 e−ik2(x2−x1) − e−iϕ1−iϕ3 e+ik2(x2−x1) = 0, èëè sin(ϕ1 + ϕ3 − k2w2) = 0.

è ñëåäóþùåìó ñïåêòðó ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé âûñîòû

k2w2 = ϕ1 + ϕ3 + πn = arctg(k2/κ1) + arctg(k2/κ3) + πn, n = 0, 1, 2, ... (1.21)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ÿìû ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè (U1,3 →∞ è ϕ1,3 → 0),
âûðàæåíèå (1.21) ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó âûðàæåíèþ äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà k2w2 = πn èëè
En = π2h̄2n2/(2mw2) + U2. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå k2w2 = πn ñîîòâåòñòâóåò êâàíòîâàíèþ ÷èñëà ïîëóâîëí
íà øèðèíå ÿìû. Òèïè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñ áåñêîíå÷íî
âûñîêèìè ñòåíêàìè è ñî ñòåíêàìè êîíå÷íîé âûñîòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 5. Îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòà
ïðîõîæäåíèÿ ïðè E > U2 ñîîòâåòñòâóþò èíòåðôåðåíöèè âîëí, îòðàæåííûõ îò ïåðåäíåé è çàäíåé ñòåíîê
áàðüåðà, ÷òî äëÿ áàðüåðà ñ ôèêñèðîâàííîé øèðèíîé ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ èëè îñëàáëåíèþ ïðîõîæäåíèÿ
äëÿ íåêîòîðûõ ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè.
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Ðèñ. 5. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)| ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè (ñëåâà)
è ñ ÿìå ñî ñòåíêàìè êîíå÷íîé âûñîòû. E0 = h̄2/(2mw2) � ìàñøòàá ýíåðãèé, w � ìàñøòàá äëèíû, âûñîòà
áàðüåðà U2 = 10E0.

1.2.5. Ðåçîíàíñíîå òóííåëèðîâàíèå ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òóííåëèðîâàíèè ÷àñòèöû ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 7). Ââîäÿ

ìàòðèöó ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ = T̂ (1)T̂ (2)T̂ (3)T̂ (4), çàïèøåì ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè ïàäàþùåé a1 è
ïðîøåäøåé a5 âîëí: a1 = T11a5

T11 = A×B + C ×D,

A =
{

T
(1)
11 T

(2)
11 + T

(1)
12 T

(2)
21

}
=

(k1 + k2)(k2 + k3)
2k1 2k2

ei(−k1+k2) x1 ei(−k2+k3) x2 +

+
(k1 − k2)(k2 − k3)

2k1 2k2
ei(−k1−k2) x1 ei(+k2+k3) x2 , (1.22)

B =
{

T
(3)
11 T

(4)
11 + T

(3)
12 T

(4)
21

}
=

(k3 + k4)(k4 + k5)
2k3 2k4

ei(−k3+k4) x3 ei(−k4+k5) x4 +

+
(k3 − k4)(k4 − k5)

2k3 2k4
ei(−k3−k4) x3 ei(k4+k5) x4 , (1.23)

C =
{

T
(1)
11 T

(2)
12 + T

(1)
12 T

(2)
22

}
=

(k1 + k2)(k2 − k3)
2k1 2k2

ei(−k1+k2) x1 ei(−k2−k3) x2 +

+
(k1 − k2)(k2 + k3)

2k1 2k2
ei(−k1−k2) x2 ei(k2−k3) x2 , (1.24)

D =
{

T
(3)
21 T

(4)
11 + T

(3)
22 T

(4)
21

}
=

(k3 − k4)(k4 + k5)
2k3 2k4

ei(k3+k4) x3 ei(−k4+k5) x4 +

+
(k3 + k4)(k4 − k5)

2k3 2k4
ei(k3−k4) x3 ei(k4+k5) x4 . (1.25)

Ïóñòü âûñîòà áàðüåðîâ ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ÷àñòèöû, E < U2, U4. Òîãäà âîëíîâûå âåêòîðà â îáëàñòÿõ 2 è
4 ñòàíîâÿòñÿ ìíèìûìè: k2,4 = iκ2,4, κ2,4 =

√
2m(U2,4 − E)/h̄2. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì øèðèíû îáëàñòåé
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w2 = x2 − x1, w3 = x3 − x2, w4 = x4 − x3 è ñëåäóþùèå ôàçîâûå ìíîæèòåëè ϕ2 = arctg(κ2/k1),
ϕ3 = arctg(κ2/k3), ϕ4 = arctg(κ4/k3) è ϕ5 = arctg(κ4/k5).

A =

√
k2
1 + κ2

2

√
κ2

2 + k2
3

4ik1κ2
eik3x2−ik1x1 × {

eiϕ2+iϕ3 eκ2w2 − e−iϕ2−iϕ3 e−κ2w2
}

. (1.26)

B =

√
k2
3 + κ2

4

√
κ2

4 + k2
5

4ik3κ4
eik5x4−ik3x3 × {

eiϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e−iϕ4−iϕ5 e−κ4w4
}

. (1.27)

C =

√
k2
1 + κ2

2

√
κ2

2 + k2
3

4ik1κ2
e−ik3x2−ik1x1 × {−eiϕ2−iϕ3 eκ2w2 + e−iϕ2+iϕ3 e−κ2w2

}
. (1.28)

D =

√
k2
3 + κ2

4

√
κ2

4 + k2
5

4ik3κ4
eik5x4+ik3x3 × {

e−iϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e+iϕ4−iϕ5 e−κ4w4
}

. (1.29)

Ïîïàðíî ïåðåìíîæèì âûðàæåíèÿ (1.26)�(1.29) è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà
ïðîõîæäåíèÿ

|T11|2 =
∣∣∣A×B + C ×D

∣∣∣
2

=
(k2

1 + κ2
2) (κ2

2 + k2
3) (k2

3 + κ2
4) (κ2

4 + k2
5)

256 k2
1 κ2

2 k2
3 κ2

4

|K|2 , ãäå (1.30)

K = e−ik3w3
{
eiϕ2+iϕ3 eκ2w2 − e−iϕ2−iϕ3 e−κ2w2

}{
eiϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e−iϕ4−iϕ5 e−κ4w4

}
+

+e+ik3w3
{−eiϕ2−iϕ3 eκ2w2 + e−iϕ2+iϕ3 e−κ2w2

}{
e−iϕ4+iϕ5 eκ4w4 − e+iϕ4−iϕ5 e−κ4w4

}
(1.31)

Ââåäåì ôàçó ϕ1 = k3w3, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàáåãó ôàçû â îáëàñòè ìåæäó ïîòåíöèàëüíûìè áàðüåðàìè, è
ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ K ñëåäóþùèì îáðàçîì

K = 2i eκ2w2+κ4w4 e+iϕ2+iϕ5 sin(−ϕ1 + ϕ3 + ϕ4) +

+2i eκ2w2−κ4w4 e+iϕ2−iϕ5 sin(+ϕ1 − ϕ3 + ϕ4) +

+2i e−κ2w2+κ4w4 e−iϕ2+iϕ5 sin(+ϕ1 + ϕ3 − ϕ4) +

+2i e−κ2w2−κ4w4 e−iϕ2−iϕ5 sin(−ϕ1 − ϕ3 − ϕ4).

Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå

t =
k5

k1

1
|T11|2 =

256 k1 κ2
2 k2

3 κ2
4 k5

(k2
1 + κ2

2) (κ2
2 + k2

3) (k2
3 + κ2

4) (κ2
4 + k2

5)
1

|K|2 , (1.32)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîçðà÷íîñòü äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ
ìíîæèòåëåì |K|2, êîòîðûé ñòîèò â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (1.32). Äîìèíèðóþùèì ñëàãàåìûì ÿâëÿåòñÿ
ìíîæèòåëü, ïðîïîðöèîíàëüíûé eκ2w2+κ4w4 , â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðåçóëüòèðóþùèé êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îñëàáëÿþùèõ ôàêòîðîâ îòäåëüíûõ áàðüåðîâ: t ∝ |K|−2 ∼ e−2κ2w2 e−2κ4w4 . Îäíàêî
ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ôàêòîð ìîæåò îáðàòèòüñÿ â
íóëü. Óñëîâèå sin(ϕ3 + ϕ4 − ϕ1) = 0 îïðåäåëÿåò ñïåêòð ýíåðãèé, äëÿ êîòîðûõ ïðîïóñêàíèå óæå íå áóäåò
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì. Ýòî óñëîâèå

ϕ1,n = k3,nw3 = ϕ3 + ϕ4 + πn, n = 0, 1, 2, ... (1.33)

îïèñûâàåò êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé†

En = U3 +
h̄2

2m
k2
3,n n = 0, 1, 2, ... (1.34)

Âáëèçè ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé (E ≈ En) ïðîïóñêàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñëàãàåìûìè â âûðàæåíèè
(1.32) è ïðîïîðöèîíàëüíûìè îòíîøåíèþ ïðîçðà÷íîñòåé îòäåëüíûõ áàðüåðîâ: t ∝ e2κ4w4/e2κ2w2 (åñëè

† Cðàâíèòå âûðàæåíèÿ (1.33)�(1.34) ñ ôîðìóëîé (1.21) äëÿ ñïåêòðà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
êîíå÷íîé âûñîòû.
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Ðèñ. 6. Ñòðóêòóðà âîëíîâûõ ôóíêöèé |ψ(x)| â ñèñòåìå ñ äâóìÿ èäåíòè÷íûìè ïðÿìîóãîëüíûìè áàðüåðàìè
äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè E:
(a) âáëèçè ïåðâîãî ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ, E ' E0, îñöèëëÿöèè ñëåâà îò áàðüåðà ñâèäåòåëüñòâóþò î ñèëüíîì
îòðàæåíèè è ôîðìèðîâàíèè ñòîÿ÷åé âîëíû;
(b) ýíåðãèÿ ÷àñòèöû òî÷íî ðàâíà ýíåðãèè ïåðâîãî ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ, E = E0, àìïëèòóäà ïðîøåäøåé
âîëíû ðàâíà àìïëèòóäå ïàäàþùåé âîëíû;
(c) è (d) ýíåðãèÿ ÷àñòèöû òî÷íî ðàâíà ýíåðãèè âòîðîãî è òðåòüåãî ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé, E = E1 è E = E2,
ñîîòâåòñòâåííî.
Âûñîòà áàðüåðîâ ïðèíÿòà ðàâíîé 10h̄2/(2mw2), w � ìàñøòàá äëèíû, ðàâíûé øèðèíå áàðüåðîâ, óðîâíè
êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòèðíûì ëèíèÿì â ïðîìåæóòêå ìåæäó áàðüåðàìè,
ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïîêàçàíà ñïëîøíîé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé, àìïëèòóäà íàëåòàþùåé âîëíû a1 ïðèíÿòà
ðàâíîé åäèíèöå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïîêàçàòü ðåçîíàíñíîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû
âîëíîâîé ôóíêöèè â îáëàñòè ìåæäó áàðüåðàìè, íà ðèñ. (b), (c) è (d) |ψ(x)| â îáëàñòè 3 óìíîæåíà íà
0.005, 0.025 è 0.075, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 7. (a) Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t(E) ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó ñ èäåíòè÷íûìè áàðüåðàìè
(w2 = w4 = w, U2 = U4 = 10U0);
(b) Ëîðåíöåâñêàÿ ôîðìà ëèíèè ïðîõîæäåíèÿ äëÿ òðåõ íèçøèõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ óðîâíåé, En �
êâàçèñòàöèîíàðíûå óðîâíè ýíåðãèè. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ äëèíû è
ýíåðãèè âûáðàíû w è U0 = h̄2/(2mw2).

κ2w2 À κ4w4) èëè t ∝ e2κ2w2/e2κ4w4 (åñëè κ2w2 ¿ κ4w4). Åñëè ïðîïóñêàíèå îáîèõ áàðüåðîâ îäèíàêîâî
(κ2w2 = κ4w4), òî âáëèçè ðåçîíàíñà êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t ' 1 äàæå äëÿ áàðüåðîâ ñ ìàëîé
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ïðîçðà÷íîñòüþ. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ îò ýíåðãèè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7.

Ôèçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ðåçîíàíñíîãî ïðîïóñêàíèÿ ñâÿçàíà ñ èíòåðôåðåíöèåé âîëí, îòðàæåííûõ îò
ïåðâîãî è âòîðîãî áàðüåðîâ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ ýíåðãèÿõ ïàäàþùåé âîëíû ìîæåò ïðèâåñòè ê
ïîëíîìó ïîäàâëåíèþ îòðàæåíèÿ. Ïîäîáíûé ýôôåêò èìååò ìåñòî è äëÿ îáû÷íûõ ðåçîíàòîðîâ Ôàáðè-
Ïåðî ñ ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè ïîëóïðîçðà÷íûìè çåðêàëàìè. Êàê ñëåäñòâèå ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðîâ,
àìïëèòóäû ñòîÿùåé âîëíû â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ñòðóêòóðû ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü àìïëèòóäó
ïàäàþùåé âîëíû (ðèñ. 6).

Áîëåå äåòàëüíî îáñóäèì âèä êðèâîé ïðîïóñêàíèÿ t(E) âáëèçè ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè En äëÿ
ñèììåòðè÷íîé äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû (w2 = w4 = w, κ2 = κ4 = κ, k1 = k5 = k, ϕ2 = ϕ5, ϕ3 = ϕ4).
Ââåäåì îòñòðîéêó ε = E − En îò ðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâèþ sin(ϕ3 + ϕ4 − ϕ1) = 0.
Ïîëàãàÿ, ÷òî sin(ϕ3 + ϕ4 − ϕ1) = βε, âûðàæåíèÿ äëÿ K ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

K = 2i e2κ2w2 e+2iϕ2 βε + 4i sin ϕ1 + 2i e−2κ2w2 e−2iϕ2 sin(−ϕ1 − ϕ3 − ϕ4).

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âàæíî ëèøü ïðè ðàññìîòðåíèè íàäáàðüåðíîãî ïðîõîæäåíèÿ, ïîýòîìó ìû èì
ïðåíåáðåãàåì äëÿ àíàëèçà ïðîõîæäåíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ýëåêòðîíîâ (e−κ2w2 ¿ 1). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ
çàïèñè ââåäåì âåëè÷èíû‡

a = e2κw cos 2ϕ2, b = e2κw sin 2ϕ2, c = 2 sin ϕ1. (1.35)

è çàïèøåì K è |K|2 ìîæåò çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

K = 2i
{

(a + ib) βε + c
}

, |K|2 = 4(aβε + c)2 + 4b2β2ε2. (1.36)

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïåðåõîäèì ê âèäó

|K|2 = 4 e4κw

{
β

(
ε +

1
β

ac

(a2 + b2)

)2

+
c2

(a2 + b2)
b2

(a2 + b2)

}
.

Ââîäÿ øèðèíó ëèíèè ïðîïóñêàíèÿ Γ è ïîëîæåíèå îïòèìàëüíîé ýíåðãèè ε0

Γ =
bc

(a2 + b2)
, ε0 = − 1

β

ac

(a2 + b2)
= −a

b
× Γ

β
,

ïðèâîäèì âûðàæåíèå äëÿ ëèíèè ïðîïóñêàíèÿ â ñèììåòðè÷íîé ñòðóêòóðå âáëèçè ðåçîíàíñà ê ñëåäóþùåìó
âèäó

|K|2 = 4 e4κw
{

β2 (ε− ε0)
2 + Γ2

}
, (1.37)

t =
256 k2 κ4 k2

3

(k2 + κ2)2 (κ2 + k2
3)2

× 1
4

e−4κw

{
β2 (ε− ε0)

2 + Γ2
} (1.38)

Âûðàçèì øèðèíó ëèíèè ðåçîíàíñà ÷åðåç ïàðàìåòðû ñèñòåìû â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé ïðîçðà÷íîñòè
áàðüåðîâ (e−2κw ¿ 1)

Γ =
bc

(a2 + b2)
= e−4κw × e2κw sin 2ϕ2 × 2 sin ϕ1 = 8 e−2κw kκ2k3

(k2 + κ2)(κ2 + k2
3)

=

= 8

√
(E − U1)(E − U3)(U2 − E)

(U2 − U1)(U2 − U3)
e−2κw. (1.39)

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð Γ (øèðèíà ëèíèè ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ) ðàâåí ïîëîâèíå ïðîçðà÷íîñòè
îäèíî÷íîãî áàðüåðà [ñðàâíèòü (2.17) è (1.39)].

‡ Ìû ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñîîòíîøåíèÿìè cos 2ϕ2 = 2 cos2 ϕ2 − 1 = 2[1 + tg2arctg(κ2/k1)]−1 − 1

= (k2
1 − κ2

2)/(k2
1 + κ2

2), sin 2ϕ2 = 2k1κ2/(k2
1 + κ2

2), sin ϕ1 ' sin 2ϕ3 = 2k3κ2/(k2
3 + κ2

2) (ñïðàâåäëèâî òîëüêî âáëèçè ðåçîíàíñà),
a2 + b2 = e4κw, b/(a2 + b2) = e−2κw sin 2ϕ2.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè òî÷íîãî ðåçîíàíñà E = En + ε0 êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ òî÷íî ðàâåí
åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óñëîâèè

t =
64 k2 κ4 k2

3

(k2 + κ2)2 (κ2 + k2
3)2

× e−4κw

Γ2
=

=
64 k2 κ4 k2

3

(k2 + κ2)2 (κ2 + k2
3)2

× e−4κw

64 e−4κw
× (k2 + κ2)2(κ2 + k2

3)
2

k2κ4k2
3

= 1. (1.40)

Ó÷èòûâàÿ òå îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ôîðìà ëèíèè ïðîïóñêàíèÿ äîëæíà èìåòü ëîðåíöåâ âèä è ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè äîëæíî áûòü ðàâíî åäèíèöå, ñðàçó çàïèñûâàåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ
êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ âáëèçè ðåçîíàíñà E ' En + ε0

t =
Γ2

β2(E − En − ε0)2 + Γ2
.
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Ðèñ. 8. (a) Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t(E) ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó ñ äâóìÿ áàðüåðàìè
îäèíàêîâîé âûñîòû è ðàçíîé øèðèíû (w2 = w, w4 = 1.5w, U2 = U4 = 10U0);
(b) Ëîðåíöåâñêàÿ ôîðìà ëèíèè ïðîõîæäåíèÿ äëÿ òðåõ íèçøèõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ óðîâíåé, En �
êâàçèñòàöèîíàðíûå óðîâíè ýíåðãèè. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ äëèíû è
ýíåðãèè âûáðàíû w è U0 = h̄2/(2mw2).

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì âîïðîñ î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ÷åðåç íåñèììåòðè÷íóþ äâóõáàðüåðíóþ
ñòðóêòóðó. Ïðîùå âñåãî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé áàðüåðîâ îäèíàêîâîé âûñîòû è ðàçëè÷íîé øèðèíû
� òîãäà âñå ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèé. Âñå ðàçëè÷èå ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè
áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ìíîæèòåëå

c = 2 sin ϕ1

{
eκ(w4−w2) + e−κ(w4−w2)

}
= sin ϕ1 coshκ(w4 − w2).

Ïîñêîëüêó c îïðåäåëÿåò øèðèíó ëèíèè ïðîïóñêàíèÿ Γ, êîòîðàÿ âëèÿåò íà âûñîòó ìàêñèìóìà êàê
Γ−2, òî êàê ñëåäñòâèå, â ñïåêòðå ïðîïóñêàíèÿ âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé îñëàáëÿþùèé ôàêòîð,
ïðîïîðöèîíàëüíûé cosh−2 κ(w4 −w2). Ñïåêòð ïðîïóñêàíèÿ è ôîðìà ëèíèé âáëèçè ðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàèáîëåå ñèëüíîå ïîäàâëåíèå ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ
èìååò ìåñòî áûòü äëÿ íàèáîëåå ãëóáîêèõ óðîâíåé, äëÿ êîòîðûõ eκ(w4−w2) À 1. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå
êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé åùå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåçîíàíñíîãî òóííåëèðîâàíèÿ,
íåîáõîäèìà âûñîêàÿ èäåíòè÷íîñòü ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ.

1.2.6. Âîëíîâûå ôóíêöèè è ñïåêòð ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â ñâÿçàííûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ.
Ïðåäñòàâëåíèå î âðåìåíè òóííåëèðîâàíèÿ
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Èñïîëüçóÿ ôîðìàëèçì òðàíñôåð-ìàòðèöû, ðàññ÷èòàåì ñïåêòð ýíåðãèé â òóííåëüíî-ñâÿçàííûõ
ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ (ðèñ. 11). Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû,
ëîêàëèçîâàííîé â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå, ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþ T11 = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü âûñîòó
ðàçäåëÿþùåãî áàðüåðà U3, à òàêæå ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè U1 è U5 â îáëàñòÿõ îáëàñòÿõ 1 è 5
ïðåâûøàþùèìè ýíåðãèþ ÷àñòèöû, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå âåêòîðà ñòàíîâÿòñÿ ìíèìûìè:
k1,3,5 = iκ1,3,5, κ1,5 =

√
2m(U1,5 − E)/h̄2, κ3 =

√
2m(U3 − E)/h̄2. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì øèðèíû îáëàñòåé

w2 = x2 − x1, w3 = x3 − x2, w4 = x4 − x3 è ñëåäóþùèå ôàçîâûå ìíîæèòåëè ϕ2 = arctg(κ1/k2),
ϕ3 = arctg(κ3/k2), ϕ4 = arctg(κ3/k4) è ϕ5 = arctg(κ5/k3).

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (1.22) � (1.25) è ñäåëàííûå äîïóùåíèÿ, ïîëó÷àåì

A =

√
κ2

1 + k2
2

√
k2
2 + κ2

3

4iκ1k2
e−κ3x2+κ1x1 × {

eiϕ2+iϕ3 e−ik2w2 − e−iϕ2−iϕ3 e−ik2w2
}

. (1.41)

B =

√
κ2

3 + k2
4

√
k2
4 + κ2

5

4iκ3k4
e−κ5x4+κ3x3 × {

eiϕ4+iϕ5 e−ik4w4 − e−iϕ4−iϕ5 eik4w4
}

. (1.42)

C =

√
κ2

1 + k2
2

√
k2
2 + κ2

3

4iκ1k2
eκ3x2+κ1x1 × {

eiϕ2−iϕ3 e−ik2w2 + e−iϕ2+iϕ3 eik2w2
}

. (1.43)

D =

√
κ2

3 + k2
4

√
k2
4 + κ2

5

4iκ3k4
e−κ5x4−κ3x3 × {−e−iϕ4+iϕ5 e−ik4w4 + e+iϕ4−iϕ5 eik4w4

}
. (1.44)

Ïîïàðíî ïåðåìíîæàÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

eκ3w3
{
eiϕ2+iϕ3 e−ik2w2 − e−iϕ2−iϕ3 e+ik2w2

} {
eiϕ4+iϕ5 e−ik4w4 − e−iϕ4−iϕ5 e+ik4w4

}
+

+e−κ3w3
{
eiϕ2−iϕ3 e−ik2w2 − e−iϕ2+iϕ3 e+ik2w2

} {−e−iϕ4+iϕ5 e−ik4w4 + eiϕ4−iϕ5 e+ik4w4
}

= 0.

Çàìåòèì, ÷òî äðóãèì ïðîñòûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (1.45) ÿâëÿåòñÿ çàìåíà k1 → iκ1, κ2 → −ik2,
k3 → iκ3, κ4 → −ik4, k5 → iκ5 â âûðàæåíèè (1.32), ïîëó÷åííîì ïðè àíàëèçå ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö ÷åðåç
äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó (ïðîâåðèòü).

Åñëè ÿìû îäèíàêîâûå (k2 = k4, w2 = w4), òî äàííîå âûðàæåíèå (1.45) ìîæåò áûòü óïðîùåíî
{
eiϕ2+iϕ3 e−ik2w2 − e−iϕ2−iϕ3 e+ik2w2

}2
= e−2κ3w3

{
eiϕ2−iϕ3 e−ik2w2 − e−iϕ2+iϕ3 e+ik2w2

}2
,

sin(ϕ2 + ϕ3 − k2w2) = ±e−κ3w3 sin(ϕ2 − ϕ3 − k2w2). (1.45)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå ÿìû ðàçäåëåíû áàðüåðîì ñ ìàëîé ïðîçðà÷íîñòüþ (e−κ3w3 ¿ 1), ÷òî
ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåîðèþ âîçìóùåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.49). Â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè
âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå óðàâíåíèå sin(ϕ(0)

2 +ϕ
(0)
3 −k

(0)
2 w2) = 0, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñïåêòð ýíåðãèé

â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé âûñîòû: k
(0)
2 w2 = ϕ

(0)
2 + ϕ

(0)
3 + πn, E0 = h̄2k

(0)2
2 /2m + U2.

Ââåäåì ïîïðàâêó δE ê íåâîçìóùåííîìó óðîâíþ ýíåðãèè: E = E0 + δE, ïðè ýòîì δE ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû äîëæíà ñîâïàäàòü ñ e−κ3w3 . Ñäâèã ýíåðãèè ïðèâîäèò ê ñäâèãó âîëíîâîãî âåêòîðà: k2 = k

(0)
2 +δk,

ãäå δk = mδE/(h̄2k
(0)
2 ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñäâèã ýíåðãèè íå ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó èçìåíåíèþ ôàçîâûõ

ñîîòíîøåíèé (ïðîâåðèòü), ïîýòîìó ϕ2 ≈ ϕ
(0)
2 è ϕ3 ≈ ϕ

(0)
3 . Êàê îáû÷íî, ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ìåòîäîì

âîçìóùåíèé, â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.49) ó íàñ îñòàþòñÿ ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, à â
ïðàâîé ÷àñòè � ëèøü â íóëåâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè

Ëåâàÿ ÷àñòü: sin(ϕ(0)
2 + ϕ

(0)
3 − k

(0)
2 w2 − δk2 w2) ≈ − sin(δk2 w2) ≈ −δk2 w2, (1.46)

Ïðàâàÿ ÷àñòü: sin(ϕ(0)
2 − ϕ

(0)
3 − k

(0)
2 w2) = sin 2ϕ

(0)
3 , (1.47)

δk2 w2 = ±e−κ3w3 sin 2ϕ
(0)
3 , (1.48)

δk2 w2 = ±e−κ3w3 sin 2ϕ
(0)
3 (1.49)
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Òàêèì îáðàçîì, òóííåëèðîâàíèå è ñâÿçàííîå ñ íèì ïåðåêðûòèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ÷àñòèöû,
ëîêàëèçîâàííîé â ïðàâîé è ëåâîé ÿìàõ, ïðîïîðöèîíàëüíîå e−κ3w3 , ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ýíåðãèè:
En = E

(0)
n ± δEn, δEn = h̄2k

(0)
2 δk2/m. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñùåïëåíèå óðîâíåé òåì ìåíüøå, ÷åì ãëóáæå

ðàñïîëîæåí óðîâåíü.
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Ðèñ. 9. Ñòðóêòóðà íîðìèðîâàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ψn(x) â ñèñòåìå ñ äâóìÿ èäåíòè÷íûìè
ïðÿìîóãîëüíûìè ÿìàìè.

Âîëíîâûå ôóíêöèè îñíîâíîãî è âûñøèõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11. Âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ψ0 îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñ ýíåðãèåé E = E0 − δE0) îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è íå èìåþùåé
íóëåé (ñîãëàñíî îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìå), âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ1 âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ (ñ ýíåðãèåé
E = E0 + δE0) � àíòèñèììåòðè÷íîé. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëîãî ðàñùåïëåíèÿ e−κ3w3 ¿ 1, âîëíîâûå
ôóíêöèè ýòèõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü èç ïàðöèàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ψII è ψIV ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû â êàæäîé èç ÿì (ïðè îòñóòñòâèè òóííåëüíîé ñâÿçè). Òîãäà

ψ0(x) = ψII(x) + ψIV (x), Ψ0(x, t) = [ψII(x) + ψIV (x)]× e−i(E0−δE0)t/h̄

ψ1(x) = ψII(x)− ψIV (x), Ψ1(x, t) = [ψII(x)− ψIV (x)]× e−i(E0+δE0)t/h̄

Çàìåòèì, â ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ÷àñòèöà îäíîâðåìåííî íàõîäèòñÿ â îáåèõ ÿìàõ.
Îáñóäèì âîïðîñ î âðåìåíè òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèöû èç îäíîé ÿìû â äðóãóþ. Äëÿ ýòîãî

(÷òîáû èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà) ñôîðìèðóåì ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ èç âîëíîâûõ ôóíêöèþ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè t = 0 ÷àñòèöà
íàõîäèëàñü â ÿìå 2:

Ψ(x, t) =
1
2

[Ψ0(x, t) + Ψ1(x, t)] =

=
1
2
[ψII(x) + ψIV (x)]× e−iE0t/h̄e+iδE0t/h̄ +

1
2
[ψII(x)− ψIV (x)]× e−iE0t/h̄e−iδE0t/h̄ =

e−iE0t/h̄ ×
{

ψII(x) cos
(

δE0t

h̄

)
+ i ψIV (x) sin

(
δE0t

h̄

)}
. (1.50)

Åñëè ÷àñòèöà â ìîìåíò t = 0 íàõîäèëàñü â ÿìå II, òî ÷åðåç âðåìÿ πh̄/(2δE0) ÷àñòèöà áóäåò íàõîäèòüñÿ â
ÿìå IV. ×àñòîòó îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó ÿìàìè ìîæíî îöåíèòü êàê

ω =
δE0

h̄
∝ e−κ2w2 . (1.51)

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ÷òî ñêîðîñòü òóííåëèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñèëüíî çàâèñèò îò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà:
÷åì íèæå ðàñïîëàãàåòñÿ óðîâåíü ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, òåì ìåíüøå ÷àñòîòà
îáìåíà ìåæäó ÿìàìè.
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1.2.7. Òóííåëüíûé ýôôåêò â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ. Çîííûé ñïåêòð
Ïðèìåíèì àïïàðàò òðàíñôåð-ìàòðèöû äëÿ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ÷åðåç

ïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû: U(x + L) = U(x). Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîéé çàäà÷è ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèé
ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàë, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 11.

U5U3

x2

U2

x3x1 x

U4

U1

Y(x) Y(x+L)

Ðèñ. 10. Ìîäåëü Êðîíèãà � Ïåííè.

Ââåäåì äâå ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ T̂ (2) è T̂ (3), ñîîòâåòñòâóþùèå ñêà÷êàì ïîòåíöèàëà ïðè x = x2

è x = x3. Òîãäà ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ðåøåíèÿ â 2 è 4 îáëàñòÿõ,
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ìàòðèö: T̂ = T̂ (2)T̂ (3). Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó T̂ è øèðèíó ðàçäåëÿþùåãî
áàðüåðà b = x3 − x2, çàïèøåì ñâÿçü àìïëèòóä âîëí (k4 = k2)

(
a2

b2

)
= T̂

(
a4

b4

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
a4

b4

)
, (1.52)

ãäå êîìïîíåíòû ìàòðèöû èìåþò ñëåäóþùèé âèä

T11 =
(k2 + k3)2

4k2k3
eik2b−ik3b − (k2 − k3)2

4k2k3
eik2b+ik3b,

T12 =
(k2

2 − k2
3)

4k2k3
eik3b−ik2x3−ik2x2 − (k2

2 − k2
3)

4k2k3
e−ik3b−ik2x3−ik2x2 ,

T21 =
(k2

2 − k2
3)

4k2k3
e−ik3b+ik2x3+ik2x2 − (k2

2 − k2
3)

4k2k3
eik3b+ik2x3+ik2x2 ,

T22 =
(k2 + k3)2

4k2k3
e−ik2b+ik3b − (k2 − k3)2

4k2k3
e−ik2b−ik3b

Òåïåðü èñïîëüçóåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(x) â áëîõîâñêîé ôîðìå: ψ(x + L) =

eiKL ψ(x), ãäå K � êâàçèèìïóëüñ è L = a + b � ïåðèîä ñòðóêòóðû. Ýòî óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
ψ4(x+L) = eiKL ψ2(x) èëè a4 eik2L+ik2x+b4 e−ik2L−ik2x = eiKL(a2 eik2x+b2 e−ik2x). Â ñèëó îðíîãîíàëüíîñòè
ìíîæèòåëåé e±ikx, óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x òîëüêî ïðè
a4 eik2L = a2 eiKL è b4 e−ik2L = b2 eiKL. Ýòà ïàðà ñîîòíîøåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå

(
a2

b2

)
= e−iKL

(
eik2L 0

0 e−ik2L

) (
a4

b4

)
, (1.53)

Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.52) è (1.53), ïîëó÷àåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

det

(
T11 − eik2L−iKL T12

T21 T22 − e−ik2L−iKL

)
= 0 (1.54)

èëè

T11 T22 − T11 e−ik2L−iKL − T22 eik2L−iKL + e−2iKL − T12 T21 = 0. (1.55)

Ðàñïèøåì ïîäðîáíî êàæäîå ñëàãàåìîå (a = L− b)

T11 T22 = 1 +
(k2

2 − k2
3)

2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b),
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Ðèñ. 11. Âîëíîâûå ôóíêöèè è çîííûé ñïåêòð â çàäà÷å Êðîíèãà-Ïåííè.

T11 e−ik2L−iKL =
e−ik2L−iKL+ik2b

4k2
2k

2
3

{
(k2 + k3)2 e−ik3b − (k2 − k3)2 e+ik3b

}
=

e−ik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b)− 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

T22 eik2L−iKL =
eik2L−iKL−ik2b

4k2k3

{
(k2 + k3)2 eik3b − (k2 − k3)2 e−ik3b

}
=

eik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b) + 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

T12 T21 =
(k2

2 − k2
3)

2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b).

Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì

1 +
(k2

2 − k2
3)

2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b)− e−ik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b)− 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

−eik2a−iKL

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b) + 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}− (k2
2 − k2

3)
2

4k2
2k

2
3

sin2(k3b) + e−2iKL = 0.

eiKL + e−iKL − e−ik2a

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b)− 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
,

− eik2a

4k2k3

{
4k2k3 cos(k3b) + 2i(k2

2 + k2
3) sin(k3b)

}
= 0.

cos KL = cos(k2a) cos(k3b)− (k2
2 + k2

3)
2k2k3

sin(k2a) sin(k3b). (1.56)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè áëîõîâñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â
ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, îò êâàçèèìïóëüñà K. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöå çîíû
Áðèëëþýíà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11.
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1.3. Êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå òóííåëèðîâàíèÿ
Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà îäíîýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëà U(x), êîòîðûé áóäåì ñ÷èòàòü ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé
êîîðäèíàòû x.

1.3.1. Ïðèáëèæåíèå Âåíòöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðèëëþýíà. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
Â ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
+ U(x)ψ = Eψ (1.57)

ñäåëàåì çàìåíó ψ = exp(iS/h̄) è ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè S = S(x)

1
2m

(
dS

dx

)2

− ih̄

2m

(
d2S

dx2

)
= E − U(x). (1.58)

Ïîëàãàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêà ê êëàññè÷åñêîé, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì h̄:

S(x) = S0(x) +
h̄

i
S1(x) +

(
h̄

i

)2

S2(x) + ... (1.59)

Â íóëåâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà
1

2m

(
dS0

dx

)2

= E − U(x), (1.60)

êîòîðîå ýëåìåíòàðíî èíòåãðèðóåòñÿ

p(x) =
√

2m
√

E − U(x), S0(x) = ±
∫

p(x) dx, (1.61)

ãäå p(x) � êëàññè÷åñêèé èìïóëüñ ÷àñòèöû.
Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì

dS0

dx

dS1

dx
+

1
2

d2S0

dx2
= 0,

dS1

dx
= −1

2
S′′0
S′0

= −1
2

p′

p
.

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

S1(x) = −1
2

ln p(x). (1.62)

Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷àåì äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

ψ+(x) = eiS/h̄ = eiS0(x)/h̄+S1(x)+... = e− ln
√

p(x) × eiS0(x)/h̄ =
1√
p(x)

exp
(

i

h̄

∫
p(x)dx

)
,

ψ−(x) =
1√
p(x)

exp
(
− i

h̄

∫
p(x)dx

)
. (1.63)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.57) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ðåøåíèé

ψ(x) =
C1√
p(x)

exp
(

i

h̄

∫
p(x)dx

)
+

C2√
p(x)

exp
(
− i

h̄

∫
p(x)dx

)
. (1.64)

Â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà, ãäå E < U(x), èìïóëüñ ÷àñòèöû ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî
ìíèìûì è ïîýòîìó îáùèé âèä ðåøåíèÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ

ψ(x) =
C1√
|p(x)| exp

(
1
h̄

∫
|p(x)|dx

)
+

C2√
|p(x)| exp

(
− 1

h̄

∫
|p(x)|dx

)
. (1.65)

Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîñòü êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü îáà ñëàãàåìûõ
îäíîâðåìåííî, è ïîýòîìó ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü îòáðîøåíî íà ôîíå
ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøîãî ñëàãàåìîãî.

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû
÷àñòèöû λ(x) = 2πh̄/p(x) ñëàáî èçìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ äëèíû âîëíû [18]:∣∣∣∣

1
2π

dλ

dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

d

dx

(
h̄

p

)∣∣∣∣ ¿ 1.
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∣∣∣∣
d

dx

(
h̄

p

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
h̄

p2

(
dp

dx

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
h̄m

p3

(
dU

dx

)∣∣∣∣ ¿ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå çàâåäîìî íåïðèìåíåìî âáëèçè êëàññè÷åñêèõ òî÷åê ïîâîðîòà,
â êîòîðûõ E = U(x) è, ñîîòâåòñòâåííî, p(x) = 0.

E

a

E + (dU/dx) (x-a)a

Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
ÂÊÁ - àïïðîêñèìàöèè

Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè

U(x)

x

a x

iy

(a)

(b)

Îáëàñòü I Îáëàñòü II

Îáëàñòü I Îáëàñòü II

Ðèñ. 12. Çàäà÷à î ñøèâêå çàòóõàþùèõ è îñöèëëèðóþùèõ ðåøåíèé.

1.3.2. Câÿçü îñöèëëèðóþùèõ è çàòóõàþùèõ ðåøåíèé: ðåãóëÿðèçàöèÿ Ëàíãåðà
Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ êëàññè÷åñêóþ òî÷êó ïîâîðîòà ïðè x = a. Ïóñòü âäàëè îò ýòîé òî÷êè

ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ ïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà îòðàæåíèÿ ÷àñòèöû îò áàðüåðà, ïîýòîìó ðåøåíèÿ
â ðàçðåøåííûõ è çàïðåùåííûõ îáëàñòÿõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì (1.64)�(1.65).

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà ìîæåò áûòü íàéäåíà â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå èñòèííîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Âáëèçè òî÷êè ïîâîðîòà ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ U(x) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ (ðèñ. 12)

U(x) ' E +
(

dU

dx

)

a

(x− a)

è ïðèâåñòè óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà
d2ψ

dx2
+

2m

h̄2

{
E − U(x)

}
ψ = 0, E − U(x) ' −U ′

a (x− a)

ê ñëåäóþùåìó âèäó
d2ψ

dx2
− 2m

h̄2 U ′
a (x− a)ψ = 0.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ ξ = (x− a)
[
2m(dU/dx)a/h̄2

]1/3 ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ â óðàâíåíèþ Ýéðè
d2ψ

dξ2
− ξψ = 0.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàçðåøåííàÿ îáëàñòü íàõîäèòñÿ ñëåâà îò òî÷êè
x = a, à çàïðåùåííàÿ îáëàñòü � ñïðàâà (ñì. ðèñ. 12). Òîãäà íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèå, êîòîðîå
ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ïðè x → +∞ è îñöèëëèðóåò ïðè x → −∞. Òàêîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ îäíîé
èç ôóíêöèé Ýéðè

Ai(ξ) =
1√
π

∞∫

0

cos
(

u3

3
+ uξ

)
du,
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êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè

Ai(ξ) ∝
{

(1/2) ξ−1/4 × exp
{−(2/3) ξ3/2

}
ïðè ξ → +∞

|ξ|−1/4 × sin
{
(2/3) |ξ|3/2 + π/4

}
ïðè ξ → −∞

(1.66)

Ïîëíîå è ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðåãóëÿðèçàöèè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëèò îïèñàòü
âîëíîâóþ ôóíêöèþ äëÿ ëþáûõ x, òåïåðü ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ñøèâàíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.66) âáëèçè òî÷êè x = a ñ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè (1.64)�(1.65) â äèàïàçîíå ïðèìåíèìîñòè ýòèõ
âûðàæåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ñâÿçü îñöèëëèðóþùèõ è çàòóõàþùèõ ðåøåíèé (1.64)�(1.65) â ðàçðåøåííûõ è
çàïðåùåííûõ îáëàñòÿõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà è áåç ïðîöåäóðû ñøèâêè ðåøåíèé. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷àñòèöà íàëåòàåò íà òðåóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð†
ñëåâà, òî ñïðàâà îò áàðüåðà (îáëàñòü II, x > a) ïî ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíà
ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ ìîäà âèäà

ψII(x) =
C√
|p(x)| exp


− 1

h̄

x∫

a

|p(x)|dx


 =

C√
|p(x)| exp

(
− 2

3h̄

√
2mU ′

a (x− a)3/2

)
, (1.67)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ââîäÿ ïåðåìåííóþ ξ = (x − a)
[
2mU ′

a/h̄2
]1/3, ìîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî

âûðàæåíèå

ψII(x) =
C

ξ1/4
exp

(
−2

3
ξ3/2

)
, (1.68)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì äëÿ ôóíêöèè Ýéðè ïðè x → +∞.
Â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè I (x < a) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

äâóõ áåãóùèõ âîëí

ψI(x) =
C1√
p(x)

exp


 i

h̄

x∫

a

p(x) dx


 +

C2√
p(x)

exp


− i

h̄

x∫

a

p(x) dx


 (1.69)

èëè

ψI(x) =
C1√
p(x)

exp
(
− 2i

3h̄

√
2mU ′

a (a− x)3/2

)
+

C2√
p(x)

exp
(

+
2i

3h̄

√
2mU ′

a (a− x)3/2

)
=

=
C1

|ξ|1/4
exp

(
−2

3
i |ξ|3/2

)
+

C2

|ξ|1/4
exp

(
+

2
3

i |ξ|3/2

)
(1.70)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî âûðàæåíèå èìåëî âèä ñòîÿ÷åé âîëíû è, òåì ñàìûì, ñîâïàäàëî ñ àñèìïòîòè÷åñêèì
âûðàæåíèåì äëÿ ôóíêöèè Ýéðè ïðè x → −∞, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, íàïðèìåð, C1 = −Ce−iπ/4/(2i) è
C2 = Ce+iπ/4/(2i). Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (1.70) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ψI(x) =
C

|ξ|1/4

1
2i

{
− exp

(
−2

3
i |ξ|3/2 − i

π

4

)
+ exp

(
2
3

i |ξ|3/2 + i
π

4

)}
=

=
C

|ξ|1/4
sin

(
2
3
|ξ|3/2 +

π

4

)
=

C

|ξ|1/4
sin

(
−2

3
ξ3/2 +

π

4

)
(1.71)

† Çäåñü ìû èìååì â âèäó, ÷òî U(x) ' E + U ′a (x− a), ïîýòîìó

p(x) =
√

2mU ′a(a− x)1/2,
1

h̄

x∫

a

p(x) dx = −2

3

√
2mU ′a (a− x)3/2 äëÿ x < a,

|p(x)| =
√

2mU ′a(x− a)1/2,
1

h̄

x∫

a

p(x) dx =
2

3

√
2mU ′a (x− a)3/2 äëÿ x > a.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåå ðåøåíèå âèäà

C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx





ïåðåõîäèò â îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå âèäà

C√
p(x)

sin



−

1
h̄

x∫

a

p(x) dx +
π

4



 èëè C√

p(x)
cos



−

1
h̄

x∫

a

p(x) dx− π

4



 . (1.72)

Ïîëó÷åííîå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå, íå çàâèñÿùåì îò òîãî, ñ êàêîé ñòîðîíû
îò òî÷êè ïîâîðîòà ðàñïîëàãàåòñÿ êëàññè÷åñêè çàïðåùåííàÿ îáëàñòè

C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣


 ⇒ C√

p(x)
cos





1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣− π

4



 . (1.73)

1.3.3. Câÿçü îñöèëëèðóþùèõ è çàòóõàþùèõ ðåøåíèé: ðåãóëÿðèçàöèÿ Ñâàíà
Ôîðìóëû ñâÿçè òèïà (1.73) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóãèì ñïîñîáîì, ïîçâîëÿþùèì íå ïðèáåãàòü

ê àíàëèçó òî÷íûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â îêðåñòíîñòè êëàññè÷åñêèõ òî÷åê
ïîâîðîòà.

1. Ïóñòü x = a åñòü ïðîñòàÿ òî÷êà ïîâîðîòà, â êîòîðîé U(a) = E è ïîòîìó p = 0. Ïóñòü êàê è ðàíüøå
îáëàñòü ñïðàâà îò òî÷êè ïîâîðîòà (x > a) áóäåò êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé U(x) > E.
Åñëè ÷àñòèöà íàëåòàåò íà áàðüåð ñëåâà, òî â çàáàðüåðíîé îáëàñòè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü âèä
ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåãî ðåøåíèÿ

ψII(x) =
C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 ïðè x > a, (1.74)

ãäå àìïëèòóäà ôóíêöèè ïðèíÿòà ðàâíîé C/2 èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà. Ñëåâà îò òî÷êè ïîâîðîòà âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

ψI(x) =
C1√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 +

C2√
p(x)

exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 ïðè x < a. (1.75)

Ðàññìîòðèì òàêîé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ x, â êîòîðîì ñïðàâåäëèâà ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âèäà
U(x) ' E + U ′

a(x− a), è â òî æå âðåìÿ ïðèìåíèìî ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå.† Òîãäà

|p(x)| =
√

2m|U ′
a|
√

x− a,
1
h̄

x∫

a

|p(x)|dx =
2
3h̄

√
2m|U ′

a|(x− a)3/2 ïðè x > a, (1.76)

p(x) =
√

2mU ′
a

√
a− x,

1
h̄

x∫

a

p(x)dx = − 2
3h̄

√
2mU ′

a(a− x)3/2 ïðè x < a. (1.77)

Ñëåäóÿ Ñâàíó (A. Zwaan), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíî ψI(x) è ψII(x) êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé x

x = a + ρ eiθ.

Ðàññìîòðèì òàêîé ïóòü ïåðåõîäà èç îáëàñòè II â îáëàñòü I â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â âèäå
ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ, íà êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå êâàçèêëàññè÷íîñòè (good path). Íà

† Ïîÿñíåíèå î ïðèìåíèìîñòè ïîäõîäà
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ýòîì êîíòóðå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψII(x) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ψII(x) =
C

2
1

(2mU ′
a)1/4

1
(x− a)1/4

exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 =

=
C

2
1

(2mU ′
a)1/4

1
(x− a)1/4

exp
{
− 2

3h̄

√
2mU ′

a(x− a)3/2

}
=

=
C

2
1

(2mU ′
a)1/4

e−iθ/4

ρ1/4
exp

{
− 2

3h̄

√
2mU ′

a × ρ3/2

(
cos

3θ

2
+ i sin

3θ

2

)}
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.76) � (1.77), ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì âîëíîâîé ôóíêöèé ψII(x) íà ýòîì
êîíòóðå ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè x = a + ρ ê òî÷êå x = a− ρ (ò.å. îò θ = 0 ê θ = π, ðèñ. 12):

θ = 0 : ψII(x) =
C

2
1

(2mU ′
a)1/4

1
ρ1/4

exp
{
−2

3
1
h̄

√
2mU ′

a × ρ3/2

}
,

θ = π : ψII(x) =
C

2
1

(2mU ′
a)1/4

e−iπ/4

ρ1/4
exp

{
+

2
3

i

h̄

√
2mU ′

a × ρ3/2

}
, (1.78)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ ψI(x), ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = a− ρ è ρ > 0:

ψI(x) =
C1

(2mU ′
a)1/4(a− x)1/4

exp
{
−2

3
i

h̄

√
2mU ′

a(a− x)3/2

}
+

+
C2

(2mU ′
a)1/4(a− x)1/4

exp
{

+
2
3

i

h̄

√
2mU ′

a(a− x)3/2

}
=

C1

(2mU ′
a)1/4ρ1/4

exp
{
−2

3
i

h̄

√
2mU ′

aρ3/2

}
+

C2

(2mU ′
a)1/4ρ1/4

exp
{

+
2
3

i

h̄

√
2mU ′

aρ3/2

}
. (1.79)

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψII(x) â êîíöå ïåðåõîäà â ñîîòâåòñòâèå ñ âûðàæåíèÿìè (1.78) è (1.79)
ïåðåõîäèò âî âòîðîé ÷ëåí âîëíîâîé ôóíêöèè ψI(x), è ïîýòîìó C2 = (1/2)Ce−iπ/4.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà C1 íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ïåðåõîä îò òî÷êè x = a+ρ ê òî÷êå x = a−ρ

ïî ïîëóîêðóæíîñòè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êîíöå òàêîãî ïåðåõîäà

θ = −π : ψII(x) =
C

2
1

(2mU ′
a)1/4

e+iπ/4

ρ1/4
exp

{
−2

3
i

h̄

√
2mU ′

a × ρ3/2

}
(1.80)

ñîâïàäàåò â ïåðâûì ñëàãàåìûì â âûðàæåíèè (1.79), ïîýòîìó C1 = (1/2)Ceiπ/4.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîôèëÿ U(x) ïîëó÷àåì ôîðìóëû ñâÿçè

C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 ïðè x > a ⇒

(1.81)

=
C√
p(x)

×

1

2
exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx + i
π

4



 +

1
2

exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx− i
π

4






 =

=
C√
p(x)

cos





1
h̄

x∫

a

p(x) dx +
π

4



 ïðè x < a (1.82)

Ïîëó÷åííîå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, íå çàâèñÿùåì îò òîãî, ñ êàêîé ñòîðîíû îò òî÷êè
ïîâîðîòà íàõîäèòñÿ ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

C

2
1√
|p(x)| exp



−

1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣


 ïðè U(x) > E ⇒

⇒ C√
p(x)

cos





1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣− π

4



 ïðè U(x) < E. (1.83)
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2. Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä áåãóùèõ âîëí â âûðàæåíèè (1.75) äëÿ ôóíêöèè φI(x)

íåîáõîäèìî ïî îòäåëüíîñòè ðàññìàòðèâàòü ïåðåõîäû â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ èìååò ïðîñòîå
îáúÿñíåíèå, ñâÿçàííîå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè

ψI(x) =
C1√
p(x)

ψ(+)(x) +
C2√
p(x)

ψ(−)(x), (1.84)

ψ(+)(x) = exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 , ψ(−)(x) = exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx



 . (1.85)

Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè 1/
√

p(x) íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïóòÿõ îáõîäîâ â âèäå ïîëóîêðóæíîñòåé
íå ìåíÿþò îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìûõ, ïîýòîìó îòíîñèòåëüíàÿ âàæíîñòü
ýòèõ ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè ψ(+)(x) è ψ(−)(x). Âî-âòîðûõ, ôóíêöèè
ψ(+)(x) è ψ(−)(x) ÿâëÿþòñÿ 4π/3− ïåðèîäè÷íûìè ôóíêöèÿìè è íàèìåíüøèé ïåðèîä ôóíêöèè ψI(x),
êðàòíûé 2π (ïîëíîìó îáîðîòó), åñòü 3 × 4π/3 = 4π. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ψI(x) � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ðàçëè÷íûõ ëèñòàõ ôóíêöèè ψ(+)(x) è ψ(−)(x) áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.
Ëåãêî âèäåòü (ðèñ. 13), ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò θ = 0 ê θ = π ñíà÷àëà äîìèíèðóåò ñëàãàåìîå ψ(−)(x)

(â îáëàñòè óãëîâ 0 < θ < 2π/3), à çàòåì îíî ñòàíîâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ
ψ(+)(x). Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � ïðè ïåðåõîäå ïî âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè
ñëàãàåìîå ψ(+)(x) ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ ïî ìîäóëþ è â êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè ñòàíîâèòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ψ(−)(x). Íî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå äàåò âîçìîæíîñòè
çàìåòèòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå ñëàãàåìûå íà ôîíå áîëüøîãî ÷ëåíà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïîòåðè
ïåðâîãî ñëàãàåìîãî è êîýôôèöèåíòà C1 ïðè îáõîäå ïî âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè è âòîðîãî ñëàãàåìîãî �
ïðè îáõîäå ïî íèæíåé ïîëóîêðóæíîñòè.
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(a) ψ
+
(θ),ψ

−
(θ) for r= const, θ=0..2π

ψ
+

ψ
−

ψ
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(b) ψ
+
(θ),ψ

−
(θ) for r= const, θ=0..−2π

ψ
−

ψ
+

ψ
+

Ðèñ. 13. Îáëàñòè äîìèíèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ψ+(x) = exp(i
∫ x

a

√
x− a dx) è ψ−(x) = exp(−i

∫ z

a

√
x− a dx)

â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x = ρeiθ, ρ = const. Ðèñóíîê (à) ñîîòâåòñòâóåò óãëàì â äèàïàçîíå 0 < θ < 2π, (b)
� −2π < θ < 0.
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yR

E

b

E + (dU/dx) (x-b)b

Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
ÂÊÁ - àïïðîêñèìàöèè

Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè

U(x)

x

b x

iy

(a)

(b)

Îáëàñòü II Îáëàñòü III

Îáëàñòü II Îáëàñòü III

Ðèñ. 14. Çàäà÷à î ñøèâêå çàòóõàþùèõ è îñöèëëèðóþùèõ ðåøåíèé.

3. Ðàññìîòðèì òàêîé ïîòåíöèàëüíûé ïðîôèëü U(x), ÷òî çàïðåùåííàÿ îáëàñòü ëåæèò ñëåâà îò òî÷êè
ïîâîðîòà x = b: U(x) = E+(dU/dx)b(x−b) è F0 = −(dU/dx)b > 0 (ðèñ. 14). Ïóñòü ñïðàâà îò òî÷êè ïîâîðîòà
êâàçèêëàññè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä áåãóùåé âîëíû è ôàçà π/4 âûáðàíà èç ñîîáðàæåíèé
óäîáñòâà

ψIII(x) =
C√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

b

p(x) dx + i
π

4



 ïðè x > b. (1.86)

ψIII(x) =
C

(2mF0)1/4(x− b)1/4
exp





i

h̄

√
2mF0

x∫

b

√
x− b dx + i

π

4



 =

=
C

(2mF0)1/4

e−iθ/4

ρ1/4
exp

{
2
3h̄

i
√

2mF0 × ρ3/2

(
cos

3θ

2
+ i sin

3θ

2

)
+ i

π

4

}
. (1.87)

Îïðåäåëèì âèä âîëíîâîé ôóíêöèè â êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè ïðè x < b òåì æå ñïîñîáîì, ïåðåéäÿ
îò ðàçðåøåííîé îáëàñòè ê çàïðåùåííîé ïî âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà ñ èçìåíåíèåì
ôàçû îò θ = 0 äî θ = π

θ = 0 : ψIII(x) =
C

(2mF0)1/4

1
ρ1/4

exp
{

2
3

i

h̄

√
2mF0 × ρ3/2 + i

π

4

}
,

θ = π : ψIII(x) =
C

(2mF0)1/4

e−iπ/4

ρ1/4
exp

{
2
3h̄

√
2mF0 × ρ3/2 + i

π

4

}
=

=
C

(2mF0)1/4

1
ρ1/4

exp
{

2
3h̄

√
2mF0 × ρ3/2

}
(1.88)

Ñðàâíèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (1.88) ñ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèì ðåøåíèåì ψII(x) â êëàññè÷åñêè
çàïðåùåííîé îáëàñòè ïðè x < b:

ψII(x) =
C

(2mF0)1/4

1
(b− x)1/4

exp





1
h̄

b∫

x

√
2mF0

√
b− x dx



 =

=
C

(2mF0)1/4

1
ρ1/4

exp
{

2
3h̄

√
2mF0 × ρ3/2

}
. (1.89)

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (1.88) è (1.89) â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò, íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâèÿ

C√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx + i
π

4



 ïðè x > b ⇒
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⇒ C√
|p(x)| exp





1
h̄

∣∣∣
x∫

b

p(x) dx
∣∣∣


 ïðè x < b. (1.90)

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî òàêîå ïðàâèëî ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåííûé âèä âîëíîâîé ôóíêöèè (áåãóùàÿ
íàïðàâî âîëíà) â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè è ïîýòîìó äîëæíî ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî äëÿ ïåðåõîäà
îò ïîñëåäíåé ê êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè.

1.3.4. Ïðîõîæäåíèå ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

E

a

U(x)

x

Îáëàñòü I

Îáëàñòü II

Îáëàñòü III

b

Ðèñ. 15. Áàðüåð

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèöû ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà â êâàçèêëàññè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè (ðèñ. 19). Åñëè ÷àñòèöà íàëåòàåò íà áàðüåð ñëåâà, òî â îáëàñòè III çà áàðüåðîì áóäåò
ëèøü óõîäÿùàÿ âîëíà âèäà

ψIII(x) =
C√
p(x)

exp





i

h̄

x∫

b

p(x) dx + i
π

4



 . (1.91)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.90) íàõîäèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â îáëàñòè II âíóòðè áàðüåðà

ψII(x) =
C√
|p(x)| exp





1
h̄

∣∣∣
x∫

b

p(x) dx
∣∣∣


 . (1.92)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x < b, òî
∣∣∣

x∫

b

p(x) dx
∣∣∣ =

b∫

x

|p(x)| dx =

b∫

x

|p(x)| dx =

b∫

a

|p(x)| dx−
x∫

a

|p(x)| dx

è

ψII(x) =
C√
|p(x)| exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx− 1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 =

=
C√
|p(x)| exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× exp



−

1
h̄

x∫

a

|p(x)| dx



 . (1.93)

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì ñâÿçè (1.82) ïîëó÷àåì ðåøåíèå â îáëàñòè I ïåðåä áàðüåðîì (x < a)

ψI(x) = 2
C√
p(x)

exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× cos





1
h̄

a∫

x

p(x) dx− π

4



 . (1.94)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cosx = (eix + e−ix)/2, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå äâóõ áåãóùèõ âîëí

ψI(x) =
C√
p(x)

exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× exp





i

h̄

x∫

a

p(x) dx + i
π

4



 +

+
C√
p(x)

exp





1
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



× exp



−

i

h̄

x∫

a

p(x) dx− i
π

4



 . (1.95)
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Ïî îïðåäåëåíèþ, êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ t åñòü îòíîøåíèå ïîòîêîâ ÷àñòèö â íàëåòàþùåé è ïðîøåäøåé
âîëíàõ:

t = exp



−

2
h̄

b∫

a

|p(x)| dx



 . (1.96)

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàâåí åäèíèöå (ñ
ýêñïîíåíöèàëüíîé òî÷íîñòüþ).

1.3.5. Ñïåêòð ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ôîðìóëà
êâàíòîâàíèÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà

E

b

U(x)

x

Îáëàñòü I

Îáëàñòü II

Îáëàñòü III

a

Ðèñ. 16. Áàðüåð

Âûâåäåì óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå äèñêðåòíûå óðîâíè ýíåðãèè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè è
ñîîòâåòñòâóþùèå ôèíèòíîìó äâèæåíèþ ïðè b ≤ x ≤ a, ãäå a è b � êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà.

Ñîãëàñíî ïðàâèëó (1.83), çàòóõàþùåå ðåøåíèå ñïðàâà îò òî÷êè x = b ïðèâîäèò ê îñöèëëèðóþùåìó
ðåøåíèþ â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè âèäà

ψII(x) =
C√
p(x)

cos





1
h̄

x∫

b

p(x) dx− π

4



 . (1.97)

Ïðèìåíèì ýòî æå ïðàâèëî ê òî÷êå x = a è ïîëó÷èë äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè

ψII(x) =
C ′√
p(x)

cos





1
h̄

a∫

x

p(x) dx− π

4



 =

C ′√
p(x)

cos



−

1
h̄

a∫

x

p(x) dx +
π

4



 . (1.98)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè äâà âûðàæåíèÿ ñîâïàäàëè âî âñåé îáëàñòè, ðàçíîñòü èõ ôàç äîëæíà áûòü êðàòíà π

(ïðè óñëîâèè C = (−1)nC ′, n � öåëîå)

 1

h̄

x∫

b

p(x) dx− π

4


−


− 1

h̄

a∫

x

p(x) dx +
π

4


 =

1
h̄

a∫

b

p(x) dx− π

2
= πn, (1.99)

1
h̄

b∫

a

p(x) dx = π

(
n +

1
2

)
èëè 1

2πh̄

∮
p(x) dx = 2× 1

2πh̄

b∫

a

p(x) dx = n +
1
2
. (1.100)

Ïîëó÷åííîå óñëîâèå åñòü ïðàâèëî êâàíòîâàÿ Áîðà-Çîììåðôåëüäà,† öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå n

ñîîòâåòñòâóþò íîìåðó âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ n À 1.
Äëÿ íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü |ψ(x)| ëèøü â èíòåðâàëå b ≤ x ≤ a,

òàê êàê âíå ýòîãî èíòåðâàëà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò. Ïîñêîëüêó àðãóìåíò êîñèíóñà

† Äàííîå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà (2π)−1
∮

p(x) dx, íåîáõîäèìîãî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
äèñêðåòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè, áûëî ïîëó÷åíî Áîðîì (Niels Bohr) è Çîììåðôåëüäîì (Arnold Sommerfeld) åùå äî ðàçðàáîòêè
ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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â âûðàæåíèè (1.97) ÿâëÿåòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé, ïîýòîìó ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîæíî
çàìåíèòü êâàäðàò êîñèíóñà åãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 1/2. Òîãäà ïîëó÷èì

a∫

b

|ψII(x)|2 dx ≈ C2

2

a∫

b

dx

p(x)
. (1.101)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðèîä äâèæåíèÿ T = 2π/ω ðàâåí

T = 2

a∫

b

dx

v(x)
= 2m

a∫

b

dx

p(x)
(1.102)

ïîëó÷àåì πC2/(2mω) = 1. Â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ψII(x) =

√
2mω

πp(x)
cos





1
h̄

x∫

b

p(x) dx− π

4



 . (1.103)

1.3.6. Ðàñ÷åò ñïåêòðîâ ñîñòîÿíèé äëÿ ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â ñâÿçàííûõ
ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ

E

b

U(x)

x

Îáëàñòü I Îáëàñòü II

a

Îáëàñòü III

Ðèñ. 17. Áàðüåð

Îáñóäèì âîïðîñ î ðàñùåïëåíèè ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â ñâÿçàííûõ ñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëüíûõ
ÿìàõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû êâàçèêëàññè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì U(x).

Ïóñòü ψ0(x) � íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû (ñ ýíåðãèåé E0), ëîêàëèçîâàííàÿ â
îäíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ â îáå ñòîðîíû îò ãðàíèö ýòîé ÿìû. Â
êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè òàêàÿ íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýíåðãèè E0, ìîæåò
èìåòü âèä (1.103)

ψ0(x) =
√

2mω

πp
cos


 1

h̄

x∫

b

p(x) dx− π

4


 . (1.104)

Êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ïðè ó÷åòå ìàëîé âåðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó ÿìàìè óðîâåíü E0

ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ïîäóðîâíÿ E1,2 = E0 ∓∆E. Ïðàâèëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé ψ0(x) è ψ0(−x).

Ðàññìîòðèì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé E1 = E0 −∆E, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷íîé
êîìáèíàöèè íåâîçìóùåííûõ ðåøåíèé

ψ1(x) =
1√
2

{
ψ0(x) + ψ0(−x)

}
. (1.105)
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Â îáëàñòè ÿìû I (ïðàâàÿ ÷àñòü) ôóíêöèÿ ψ0(−x) èñ÷åçàþùå ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ψ0(x), à â ÿìå II �
íàîáîðîò. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ψ0(x)ψ0(−x) èñ÷åçàþùå ìàëî âåçäå, è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (1.105) òàêæå
îêàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ôóíêöèé ψ0(x) è ψ1(x)

ψ′′0 (x) +
2m

h̄2 (E0 − U)ψ0(x) = 0,

ψ′′1 (x) +
2m

h̄2 (E1 − U)ψ1(x) = 0.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ψ1(x), âòîðîå óðàâíåíèå � íà ψ0(x), ïî÷ëåííî âû÷òåì è ïðîèíòåãðèðóåì
ïî ïåðåìåííîé x â ïðåäåëàõ îò 0 äî +∞:

∞∫

0

ψ′′0 (x)ψ1(x) dx−
∞∫

0

ψ′′1 (x)ψ0(x) dx +
2m

h̄2 (E0 − E1)

∞∫

0

ψ0(x)ψ1(x) dx = 0. (1.106)

Ðàñïèøåì ïîäðîáíî êàæäûé èíòåãðàë è ó÷òåì, ÷òî ψ1(0) =
√

2ψ0(0), ψ′1(0) = 0 è âñå ðåøåíèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþò íà áåñêîíå÷íîñòè (ψ0(x) → 0 è ψ1(x) → 0 ïðè x →∞),

∞∫

0

ψ′′0 (x)ψ1(x) dx = ψ′0(x)ψ1(x)
∣∣∣
∞

0
−

∞∫

0

ψ′0(x)ψ′1(x) dx = −ψ′0(0)ψ1(0)−
∞∫

0

ψ′0(x)ψ′1(x) dx,

∞∫

0

ψ′′1 (x)ψ0(x) dx = ψ′1(x)ψ0(x)
∣∣∣
∞

0
−

∞∫

0

ψ′0(x)ψ′1(x) dx = −
∞∫

0

ψ′0(x)ψ′1(x) dx

∞∫

0

ψ0(x)ψ1(x) dx ' 1√
2

∞∫

0

ψ2
0(x) dx =

1√
2
.

Ñäâèã óðîâíÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âíèç, îáóñëîâëåííûé òóííåëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ÿì,
ðàâåí

E1 = E0 − h̄2

m
ψ0(0)ψ′0(0).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé E2 = E0 + ∆E è àíòèñèììåòðè÷íîé
êîìáèíàöèåé íåâîçìóùåííûõ ðåøåíèé

ψ2(x) =
1√
2

{
ψ0(x)− ψ0(−x)

}
. (1.107)

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
∞∫

0

ψ′′0 (x)ψ2(x) dx−
∞∫

0

ψ′′2 (x)ψ0(x) dx +
2m

h̄2 (E0 − E2)

∞∫

0

ψ0(x)ψ2(x) dx = 0. (1.108)

−ψ′0(0)ψ2(0) + ψ′2(0)ψ0(0) +
2m

h̄2

1√
2

(E0 − E2) = 0. (1.109)

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî ψ2(0) = 0 è ψ′2(0) =
√

2ψ′0(0) è ïîëó÷èì, òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ ñäâèãà ýíåðãèè, íî ñ
îáðàòíûì çíàêîì

E2 = E0 +
h̄2

m
ψ0(0)ψ′0(0).

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðè x = 0, íåîáõîäèìî ïðîäëèòü
ðåøåíèå (1.104) â êëàññè÷åñêè çàïðåùåííóþ îáëàñòü ïðè x < a. Ïî ôîðìóëàì ñâÿçè (1.73) ïîëó÷àåì
ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåå ðåøåíèå âíóòðè áàðüåðà

ψ0(x) =
1
2

√
2mω

πp(x)
exp



−

1
h̄

∣∣∣
x∫

a

p(x) dx
∣∣∣


 , ψ0(0) =

√
mω

2πp0
exp



−

1
h̄

a∫

0

|p(x)| dx



 .
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ψ0(x) áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü,
ïðîïîðöèîíàëüíûé p−1(x), îïèñûâàåò ëèøü ìåäëåííîå èçìåíåíèå àìïëèòóäû ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
áûñòðûì ïðîñòðàíñòâåííûì èçìåíåíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ

ψ′0(x) =
p0

h̄

√
mω

2πp(x)
p(x)
h̄

exp



−

1
h̄

a∫

0

|p(x)| dx



 , ψ′0(0) =

p0

h̄
ψ0(0),

ãäå âåëè÷èíà p0 =
√

2m(U0 − E0) õàðàêòåðèçóåò äåôèöèò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âíóòðè áàðüåðà, U0 =

U(x)
∣∣∣
x=0

. Òàêèì îáðàçîì,

h̄2

m
ψ0(0) ψ′0(0) =

h̄2

m

p0

h̄
ψ2

0(0) =
h̄2

m

p0

h̄

mω

2πp0
exp



−

2
h̄

a∫

0

|p(x)| dx



 .

E1 = E0 − h̄ω

2π
exp



−

1
h̄

a∫

−a

|p(x)| dx



 , E2 = E0 +

h̄ω

2π
exp



−

1
h̄

a∫

−a

|p(x)| dx



 . (1.110)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ðàñùåïëåíèå óðîâíåé îïðåäåëÿåòñÿ òóííåëüíîé ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðà.

1.4. Ìåòîä òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà

Ïðèáëèæåíèå òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà áûëî âïåðâûå ââåäåíî Îïïåíãåéìåðîì â 1928 ã. è çàòåì
îáîáùåíî Áàðäèíîì â 1961 ã. íà òâåðäîòåëüíûå ñòðóêòóðû. Òàêîå ïðèáëèæåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì ôàêòîì,
÷òî â îáû÷íîé òóííåëüíîé ñòðóêòóðå ñ íèçêîé ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðîâ (κw ¿ 1) âîçíèêàåò áëèçêàÿ
ê åäèíèöå âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ îò áàðüåðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëåâà îò áàðüåðà ýëåêòðîííûå âîëíû
ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå ñòîÿ÷èìè òèïà cos kx, ÷åì áåãóùèìè eikx, òîæå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ñïðàâà îò áàðüåðà.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð ðàçäåëÿåò ñèñòåìó íà äâå ïî÷òè íåçàâèñèìûå ÷àñòè è ñëàáîå
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê âîçìóùåíèå. Îäíàêî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ
î ñïîñîáå ââåäåíèÿ òàêîãî ñëàãàåìîãî â ãàìèëüòîíèàí, ÷òîáû îí îáåñïå÷èâàë ñóùåñòâîâàíèå òóííåëüíîãî
òîêà.

Èíòåðåñ ê ïðèáëèæåíèþ òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî òàêîå ïðèáëèæåíèå äàåò
ïðàâèëüíûé ðåöåïò ó÷åòà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ðåçóëüòèðóþùèé òóííåëüíûé òîê. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
áû áûë èçâåñòåí ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà M , òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäîâ â åäèíèöó âðåìåíè
îïðåäåëÿëàñü áû ïî çîëîòîìó ïðàâèëó Ôåðìè

w1→2 =
2π
h̄
|M |2 ρ(E2)δ(E1 − E2). (1.111)

1.4.1. Âûâîä òóííåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà äëÿ îäíîìåðíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà
Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Áàðäèíà [22] ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé áàðüåð: ïóñòü

x1 è x2 � ïîëîæåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ñòåíîê áàðüåðà. Ðàññìîòðèì äâå ýëåêòðîííûõ ïîäñèñòåìû (R,
right) è ëåâîì (L, left) ýëåêòðîäàõ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðîçðà÷íîñòü áàðüåðà êðàéíå íèçêà, ÷òî
ïîçâîëèò íàì ïîñòðîèòü ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äëÿ òî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ. Íàïðèìåð, â
êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äëÿ îäíîýëåêòðîííîé âîëíîâîé ôóíêöèè ëåâîãî ìåòàëëà ìîæíî çàïèñàòü

ψL =

{
A p

−1/2
x ei(kyy+kzz) cos(kxx + γL), x1 < x

A |px|−1/2 ei(kyy+kzz) exp(−κx), x1 < x < x2,
(1.112)

ãäå A = (2kx/L)1/2 � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà. Â çàáàðüåðíîé îáëàñòè x > x2 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøå
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê exp(−kxx) âìåñòî òîãî, ÷òîáû â ýòîé îáëàñòè óäîâëåòâîðÿòü
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óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà. Àíàëîãè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ ìû äåëàåì è â îòíîøåíèè âîëíîâûõ ôóíêöèé
ïðàâîãî ýëåêòðîäà ψR

ψR =

{
B p

−1/2
x ei(kyy+kzz) cos(kxx + γR), x < x2

B |px|−1/2 ei(kyy+kzz) exp(+κx), x1 < x < x2,
(1.113)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå íàìè ðåøåíèå ψL ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì â ýíåðãèåé EL âî îáëàñòè
x ≤ x2, à ðåøåíèå ψR � òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è â ýíåðãèåé ERâ òåì æå ãàìèëüòîíèàíîì ïðè x ≤ x1.
Òàêèå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷íûé âèä ðåøåíèé íå ïðèíöèïèàëåí, âàæíà ëèøü ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ
ðåøåíèé (ò.å. ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå) â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ.

x1
x2

yL
yR

Îáëàñòü ïðèìåíèìàñòè
òî÷íî÷íîãî ðåøåíèÿ yL

Îáëàñòü ïðèìåíèìàñòè
òî÷íî÷íîãî ðåøåíèÿ yR

Ðèñ. 18. Ðàññìîòðåíèå Áàðäèíà

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîí ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ â ëåâîì ýëåêòðîäå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè,
îïèñûâàåìîé ñîñòîÿíèè ψL. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ýëåêòðîíà â äðóãîå ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå
ôóíêöèåé ψR. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ � åäèíñòâåííûå â ïðàâîì è ëåâîì
ýëåêòðîäàõ. Çàïèøåì

ψ(t) = c(t)ψL e−iELt/h̄ + d(t) ψR e−iERt/h̄ (1.114)

è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ih̄ ∂ψ/∂t = Ĥψ

ih̄ ċ ψL e−iELt/h̄ + c ψL EL e−iELt/h̄ + ih̄ ḋ ψR e−iERt/h̄ + dψR ER e−iELt/h̄ =

= c e−iELt/h̄ ĤψL + d e−iERt/h̄ ĤψR. (1.115)

Ðàññìîòðèì ðàñïàä ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðîãî â ìîìåíò t = 0 ýëåêòðîí áûë ëîêàëèçîâàí â ëåâîì ýëåêòðîäå,
òîãäà ñëåäóåò ïîëîæèòü c(0) = 1 è d(0) = 0. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè† ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè
d(|c|2 + |d|2)/dt = 0 ñëåäóåò ċ ≈ 0, òîãäà

ih̄ ḋ ψR e−iERt/h̄ = (Ĥ − EL)ψL e−iELt/h̄. (1.116)

Ñ÷èòàÿ ôóíêöèè ψL è ψR íîðìèðîâàííûìè, äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ψ∗R è ïðîèíòåãðèðóåì

ih̄ ḋ =
∫

ψ∗R (Ĥ − EL)ψL ei(ER−EL)t/h̄ dx. (1.117)

Êàê è â îáû÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå, âðåìåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ äîëæíà
îïðåäåëÿòüñÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ ĤT∫

ψ∗R (Ĥ − EL)ψR ei(ER−EL)t/h̄ dx = ei(ER−EL)t/h̄

∫
ψ∗R ĤT ψL dx, (1.118)

ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó

TL→R =
∫

ψ∗R (Ĥ − EL)ψL dx (1.119)

ýôôåêòèâíûì ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì òóííåëüíîãî ïåðåõîäà.

† Íàïðèìåð, åñëè d(t) = at, òîãäà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íîðìèðîâêè c(t) = 1− at2/2 è ċ(0) = 0.
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Èíòåãðàë â âûðàæåíèè (1.119) îòëè÷åí îò íóëÿ x > x2 è ðàâåí íóëþ äëÿ x ≤ x2, ïîñêîëüêó
HψL = EL ψL òîæäåñòâåííî â ëåâîì ýëåêòðîäå. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îãðàíè÷èòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ
çíà÷åíèåì xB âíóòðè áàðüåðà (x1 ≤ xB ≤ x2)

TL→R =

∞∫

xB

ψ∗R (Ĥ − EL)ψL dx (1.120)

Äîáàâèì ê ýòîìó âûðàæåíèþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ íóëþ ïðè x > xB , íàïðèìåð
∞∫

xB

ψ∗L (Ĥ − ER) ψR dx = 0 ïðè xB ≥ x1. (1.121)

Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ñèììåòðèçîâàòü âûðàæåíèå

TL→R =

∞∫

xB

{
ψ∗R (Ĥ − EL)ψL − ψ∗L (Ĥ − ER)ψR

}
dx, x1 ≤ xB ≤ x2. (1.122)

Â êà÷åñòâå íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ xB ìîæíî âûáðàòü ëþáîå çíà÷åíèå âíóòðè áàðüåðà.

TL→R =
h̄2

2m

∞∫

xB

{
− ψ∗R

d2

dx2
ψL + ψ∗L

d2

dx2
ψR

}
dx +

+

∞∫

xB

{
ψ∗R (U − EL)ψL − ψ∗L (U − ER)ψR

}
dx. (1.123)

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî ñòîÿ÷èå ýëåêòðîííûå âîëíû ñîãëàñíî (1.112)�(1.113) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
êàê ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè x−ïåðåìåííîé è êîìïëåêñîçíà÷íûå ôóíêöèè îò y− è
z−ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, åñëè ïðåäïîëîæèòü EL ≈ ER (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè), òîãäà âòîðîå
ñëàãàåìîå â (1.136) ñòàíîâèòñÿ êðàéíå ìàëûì è ìû èì ïðåíåáðåãàåì. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè (1.136) ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

TL→R = − h̄2

2m

{
ψ∗R

d

dx
ψL − ψ∗L

d

dx
ψR

}
x=xB

. (1.124)

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïîäõîäÿùèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïî ñóùåñòâó ñîîòâåòñòâóåò
êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîìó îïåðàòîðó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè

TL→R = −ih̄ jL→R, (1.125)

îïðåäåëÿåìîìó ïàðöèàëüíûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè âíóòðè áàðüåðà.

1.4.2. Òóííåëüíûé òîê ÷åðåç îäèíî÷íûé áàðüåð â ïðèáëèæåíèè òóííåëüíîãî
ãàìèëüòîíèàíà

Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð âûñîòû U2 çàíèìàåò îáëàñòü îò x1 äî x2.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó î âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ â ëåâîì ýëåêòðîäå è ïðèìåì çàâèñèìîñòü

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

UL =

{
U1, x < x1

U2, x > x1,
(1.126)

Î÷åâèäíî, ÷òî âíóòðè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàòóõàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ψ2L =

a2L e−κ2x, κ2
2 = (2m/h̄2) (U2 − E) è åå àìïëèòóäó a2L ìîæíî îïðåäåëèòü èñïîëüçóÿ àïïàðàò òðàíñôåð-

ìàòðèöû ïîëó÷àåì
(

a1L

b1L

)
= T̂ (1)

(
a2L

0

)
.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî a1L = T
(1)
11 a2L, T

(1)
11 = (2k1)−1 (k1 + κ2) exp(−ik1x1 − κ2x1) èëè

a2L =
a1L

T
(1)
11

= a1L
2k1

(k1 + κ2)
e+ik1x1+κ2x1 , |a2L|2 = |a1L|2 4k2

1

(k2
1 + κ2

2)
e2κ2x1 , (1.127)

ãäå k2
1 = (2m/h̄2) (E − U1)� âîëíîâîé âåêòîð â îáëàñòè 1.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèÿõ â ïðàâîì ýëåêòðîäå â

ïðèñóòñòâèè ïîòåíöèàëà

UR =

{
U2, x < x2

U3, x > x2,
(1.128)

Âûðàæàåì àìïëèòóäó ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåãî ðåøåíèÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäà÷è
(

0

b2R

)
= T̂ (2)

(
a3R

b3R

)
.

è ïîëó÷àåì

b2R = a3R

(
T

(2)
21 − T

(2)
11 T

(2)
22

T
(2)
12

)
= −a3R

k3

κ2

2iκ2

(κ2 + k3)
e+ik3x2−κ2x2 ,

|b2R|2 = |a3R|2 4k2
3

(κ2
2 + k2

3)
e−2κ2x2 (1.129)

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ìàòðè÷íûé ýëåìåíò òóííåëüíîãî ïåðåõîäà ìîæåò áûòü âûðàæåí ñëåäóþùèì
îáðàçîì

TL→R = − h̄2

2m

{
ψ∗R

d

dx
ψL − ψ∗L

d

dx
ψR

}
x=xB

=
h̄2κ2

m
b∗2R a2L. (1.130)

Âû÷èñëèì êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà

|TL→R|2 =
h̄4κ2

2

m2
|b2R|2 |a2L|2 =

h̄4

m2

16 k2
1 κ2

2 k2
3 e−2κ2(x2−x1)

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
|a1L|2 |a3R|2. (1.131)

Ñîãëàñíî çîëîòîìó ïðàâèëó Ôåðìè, èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäîâ w12 èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ 1 â ðÿä
ñîñòîÿíèé 2 ñ ïëîòíîñòüþ ρ(E), ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê

w12 =
2π

h̄
|T12|2 ρ(E2) δ(E2 − E1). (1.132)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ òóííåëèðîâàíèÿ íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç áàðüåð ìû ìîæåì çàïèñàòü

wL→R =
2π

h̄
|TL→R|2 ρ(ER) δ(ER − EL). (1.133)

Îöåíèì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρ(E) = (dN/dE) � ÷èñëî ñîñòîÿíèé â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå ýíåðãèé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òóííåëèðîâàíèå ïðîèñõîäèò îäíîìåðíûé êðèñòàëë ðàçìåðà L, ïîñêîëüêó ïàðàëëåëüíûå
êîìïîíåíòû èìïóëüñà íàì ñîõðàíÿþòñÿ è â òóííåëèðîâàíèè íå ó÷àñòâóþò. ×èñëî ðàçðåøåííûõ ñîñòîÿíèé
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áåç ó÷åòà ñïèíà

N =
2kmax

2π/L
=
√

2m

2πh̄
2
√

E − U3 L, ρ(E) =
dN

dE
= L

√
m

πh̄

1√
E − U3

=
2m

2πh̄

1
h̄k3

. (1.134)

Ó÷òåì, ÷òî â òóííåëèðîâàíèè ó÷àñòâóþò ýëåêòðîíû, äëÿ êîòîðûõ kx > 0, à òàêèõ ÷àñòèö âäâîå ìåíüøå,
÷åì ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ñ çàäàííîé ýíåðãèåé. Òàê êàê ñêîðîñòü ïåðåõîäîâ â åäèíèöó âðåìåíè ýòî åñòü
ïîòîê âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òóííåëüíîãî òîêà

j = L
2π

h̄
× h̄4

m2

16 k2
1 κ2

2 k2
3 e−2κ2w2

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
|a1L|2 |a3R|2 × 1

2
× m

πh̄2k3

=

= L

(
h̄k1

m
|a1L|2

)
× 16 k1 κ2

2 k3 e−2κ2w2

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
|a3R|2. (1.135)

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê íàëåòàþùèõ ÷àñòèö. Íîðìèðîâêà íà êîíå÷íûé
îáúåì äàåò |a|2 = 1/L. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûé êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ

t =
jt

ji
=

16 k1 κ2
2 k3 e−2κ2w2

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
|a3R|2.
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ñðàâíèòü ýòî ñ òî÷íûì âûðàæåíèåì!

Åñëè àïïðîêñèìèðîâàòü âîëíîâûå ôóíêöèè âíóòðè áàðüåðà ýêñïîíåíöèàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè âèäà
(1.114), òî ìîæíî ïîëó÷èòü TRL = (h̄2κ/m) b∗RaL. Ïîëíûé òóííåëüíûé òîê âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå è
ïåðåõîäû èç ïðàâîãî ýëåêòðîäà â ëåâûé, ïîýòîìó íóæíî äîáàâèòü åùå îäíî ñëàãàåìîå

T =
h̄2κ

m

{
b∗RaL + a∗LbR

}
. (1.136)

Ñîãëàñíî çîëîòîìó ïðàâèëó Ôåðìè, èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäîâ w12 èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ 1 â ðÿä
ñîñòîÿíèé 2 ñ ïëîòíîñòüþ ρ(E), ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê

w12 =
2π

h̄
|T12|2 ρ(E2) δ(E2 − E − 1). (1.137)

Îáîáùàÿ ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó íà ñèñòåìó ìíîãèõ ÷àñòèö, ìîæíî çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí ïîëíîé
çàäà÷è ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

Ĥ =
∑

k

Eka+
k ak + WR +

∑

k

Ekb+
k bk + WL −

∑

k

Tkk(a+
k bk + b+

k ak) + WT . (1.138)

2. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

2.1. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â äâóõáàðüåðíîì ïîòåíöèàëå
Ðàññìàòðèâàÿ îñîáåííîñòè ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó â ðàçäåëå 1.2.5, ìû
ïîêàçàëè, ÷òî T11 ∝ K, ãäå ìíîæèòåëü K äëÿ èäåíòè÷íûõ áàðüåðîâ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

K = 2i
{

(a + ib) βε + c
}

, |K|2 = 4 e4κw
{

β2 (E − En − ε0)
2 + Γ2

}
,

ãäå ôàêòîð β îïðåäåëåí êàê

sin(−ϕ1 + ϕ3 + ϕ4) ≈ β(E − En), β =
(

d

dE
sin(−ϕ1 + ϕ3 + ϕ4)

)

0

.

Âîçìîæíû ëè â òàêîé ñèñòåìå (ðèñ. 6) ñòàöèîíàðíûå ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùèå óñëîâèþ
T11 = 0 è ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû â îáëàñòè ìåæäó äâóìÿ áàðüåðàìè? Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ñòðóêòóðû óðàâíåíèå T11 = 0 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé è òàêèå ñîñòîÿíèÿ íåâîçìîæíû.

Òåì íå ìåíåå, ôîðìàëüíî óñëîâèå T11 = 0 ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè
E = E′ − iE′′, ãäå E′ = En + ε0 è E′′ = Γ/|β| ¿ 1. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ñîñòîÿíèé ñ ìàëîé ìíèìîé
÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îò âðåìåíè

Ψ(x, t) = ψ(x) e−iEt/h̄ = ψ(x) e−iE′t/h̄ e−E′′t/h̄,

|Ψ(x, t)|2 = |ψ(x)|2 e−2E′′t/h̄. (2.1)

Ñêîðîñòü ðàñïàäà òàêèõ ñîñòîÿíèé (èíòåíñèâíîñòü çàòóõàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè) îïðåäåëÿåòñÿ ìíèìîé
÷àñòüþ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè E′′. Îäíàêî, åñëè E′′ ¿ 1, òî ðàñïàä ìîæåò áûòü î÷åíü ìåäëåííûé è òàêèå
êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü äîëãîæèâóùèìè. Åñëè ïîëîæèòü E′′ = h̄λ/2, òî ëåãêî âèäåòü

|Ψ(x, t)|2 = |ψ(x)|2 e−λt, (2.2)

ãäå λ � êîíñòàíòà ðàñïàäà.
Âû÷èñëèì ñêîðîñòü ðàñïàäà äëÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû â ñëó÷àå âûñîêèõ ñèììåòðè÷íûõ áàðüåðîâ,

òàê ÷òî κ2 = κ4 →∞ è κ2 →∞. Òîãäà

β ≈
(

dϕ1

dE

)

0

= w3

(
dk3

dE

)

0

= w3 × m

h̄2k
(0)
3

èëè |β| = w3

h̄v0
,
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ãäå v0 = h̄k
(0)
3 /m � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó áàðüåðàìè, è

λ =
2
h̄

Γ
|β|

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, øèðèíà ëèíèè ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ Γ ðàâíà ïîëîâèíå ïðîçðà÷íîñòè
áàðüåðà t0 íà äàííîì ðåçîíàíñíîì óðîâíå, ïîýòîìó

λ = t0 × h̄v0

h̄w3
= t0 × 1

τ0
,

τ0 � âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñîóäàðåíèÿìè ñî ñòåíêàìè, τ−1
0 � ÷àñòîòà ïîïûòîê. Â êîíå÷íîì èòîãå

ïîëó÷àåì

|Ψ(x, t)|2 = |ψ(x)|2 e−t0×t/τ0 . (2.3)

2.2. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå

2.2.1. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ñôåðè÷åñêîé ÿìå
Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó

Ur(r) =





U1 ïðè r < r1

U2 ïðè r1 < r < r2

U3 ïðè r > r2

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ (s−ñîñòîÿíèÿ) è ðàññ÷èòàåì ñïåêòð
ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â òðåõìåðíîì áàðüåðå Ur(r). Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂ψ

∂r

)
+

1
r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2ψ

∂φ2

]
+

2m

h̄2 (E − Ur(r)) ψ = 0

äëÿ ôóíêöèé ψ = ψ(r) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä
d2ψ

dr
+

2
r

dψ

dr
+

2m

h̄2 (E − Ur(r))ψ = 0

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ψ(r) = χ(r)/r è ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê îäíîìåðíîìó âèäó
d2χ

dr2
+

2m

h̄2 (E − Ur(r)) χ = 0

Â êóñî÷íî-ïîñòîÿííîì ïîòåíöèàëå èìååì
d2χi

dr2
+ k2

i χ = 0

è äëÿ ôóíêöèè χ ïîëó÷àåì òå æå ñàìûå ðåøåíèé ñëåäóþùåãî âèäà

Îáëàñòü 1 (r < r1) : χ1(x) = a1 eik1r + b1 e−ik1r,

Îáëàñòü 2 (r1 < r < r2) : χ2(x) = a2 eik2r + b2 e−ik2r,

Îáëàñòü 3 (r > r2) : χ3(x) = a3 eik3r + b3 e−ik3r.

Êàê îáû÷íî, ïîñòîÿííûå äîëæíû îáåñïå÷èâàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè r = r1

è r = r2. Îñíîâíîå îòëè÷èå ìåæäó îäíîìåðíûìè (x) è ðàäèàëüíûìè (r) çàäà÷àìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ãðàíèöû ïðè r = 0 äîëæíî çàìåíÿòüñÿ óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ
ψ â íà÷àëå êîîðäèíàò èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, óñëîâèåì χ = 0 ïðè r = 0. Îáúåäèíÿÿ ýòî óñëîâèå (a1 = b1)
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ñ óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé†
(

a1

−a1

)
= T̂

(
a3

0

)
èëè T11 = −T21.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì U1=U3 è E < U2, òîãäà k1 = k3 = k, k2 = iκ è ϕ = arctan(κ/k).

T11 =
1

4k1k2

{
(k1 + k2)(k2 + k3) ei(−k1+k2)r1 ei(−k2+k3)r2+

+ (k1 − k2)(k2 − k3) ei(−k1−k2)r1 ei(+k2−k3)r2

}
=

=
e−ikr1+ik2r1

4ikκ
×

{
(k + iκ)2 eκw − (k − iκ)2 e−κw

}
(2.5)

T21 =
1

4k1k2

{
(k1 − k2)(k2 + k3) ei(+k1+k2)r1 ei(−k2+k3)r2+

+ (k1 + k2)(k2 − k3) ei(+k1−k2)r1 ei(+k2−k3)r2

}
= (2.6)

=
e+ikr1+ik2r1

4ikκ
×

{
(k + iκ)(k − iκ) eκw − (k + iκ)(k − iκ) e−κw

}
.

Ïîëó÷àåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ñëåäóþùåì âèäå

e−ikr1 ×
{

(k + iκ)2 eκw − (k − iκ)2 e−κw
}

=

= −e+ikr1 ×
{

(k + iκ)(k − iκ) eκw − (k + iκ)(k − iκ)e−κw
}

, (2.7)

Ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà (k + iκ) è ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïðè eκw è e−κw, ïîëó÷àåì
îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

(κ

k
tan kr1 + 1

)
= −e−2κw

(
k − iκ

k + iκ

)
×

(κ

k
tan kr1 − 1

)
. (2.8)

Ïðè κw À 1 è eκw = 0 ñ î÷åâèäíîñòüþ ïîëó÷àåì ñïåêòð ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â ñôåðè÷åñêîé ÿìå
êîíå÷íîé âûñîòû

κ0

k0
tan k0r1 + 1 = 0 (2.9)

2.2.2. Ðàñïàä êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå
Îáñóäèì ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, îáóñëîâëåííûõ òóííåëèðîâàíèåì ÷àñòèöû

èç öåíòðàëüíîé îáëàñòè â çàáàðüåðíóþ îáëàñòü. Ïðè ìàëîé ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà eκw ¿ 1 ìîæíî
ïðèáëèæåííî ðåøèòü óðàâíåíèå (2.7) ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó ∆k = k− k0, ãäå k0 � âîëíîâîé
âåêòîð ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.7) � ýòî ìàëàÿ âåëè÷èíà, òî â íåå
ìîæíî ïîäñòàâëÿòü íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå:

−e−2κw

(
k − iκ

k + iκ

)
×

(κ

k
tan kr1 − 1

)
→

→ −e−2κ0w

(
k0 − iκ0

k0 + iκ0

)
×

(
κ0

k0
tan k0r1 − 1

)
= 2 e−2κ0w (k0 − iκ0)

2

k2
0 + κ2

0

(2.10)

† Íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (U(r) = U1 ïðè r < r1 è U(r) = U2 ïðè
r < r1) ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì

T11 =
1

2k1
(k1 + k2) ei(−k1+k2)r1 , T21 =

1

2k1
(k1 − k2) ei(+k1+k2)r1 .

k1

(
eik1r1 + e−ik1r1

)
− k2

(
eik1r1 − e−ik1r1

)
= 0, èëè κ2

k1
tan k1r1 + 1 = 0. (2.4)
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Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äåëàåì ðàçëîæåíèå ïî ∆k
(κ

k
tan kr1 + 1

)
'

(
κ0

k0
tan k0r1 + 1

)

0

+
d

dk

(κ

k
tan kr1 + 1

)
0

(k − k0) =

=
d

dk

(κ

k

)
0

tan k0r1 ∆k +
d

dk

(
tan kr1

)
0

(
κ0

k0

)
∆k (2.11)

Ó÷òåì, ÷òî
dκ

dk
= −k

κ
,

(
dκ

dk

)

0

= −k0

κ0
, tan k0r1 = −k0

κ0
,

1
cos2 k0r1

=
k2
0 + κ2

0

κ2
0

. (2.12)

è ïîëó÷èì
(κ

k
tan kr1 + 1

)
' −

(
k0(dκ/dk)0 − κ0

k2
0

) (
k0

κ0

)
∆k +

(
r1

cos2 k0r1

) (
κ0

k0

)
∆k =

=

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ2
0

∆k + r1

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ0
∆k =

(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ2
0

(1 + κ0r1)∆k (2.13)

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì
(
k2
0 + κ2

0

)

k0κ2
0

(1 + κ0r1)∆k = 2 e−2κ0w (k0 − iκ0)
2

k2
0 + κ2

0

∆k =
2k0κ

2
0

(1 + κ0r1)
(k0 − iκ0)

2

(k2
0 + κ2

0)2
e−2κ0w

Ïîëàãàÿ, ÷òî ∆k èìååò è äåéñòâèòåëüíóþ, è ìíèìóþ ÷àñòè (∆k = ∆k′−i∆k′′), îöåíèì ìíèìóþ êîìïîíåíòó

∆k′′ = 4 e−2κ0w k2
0κ

3
0

(k2
0 + κ2

0)
2

1
(1 + κ0r1)

.

Íàëè÷èå ìíèìîé êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà ïðèâîäèò ê ìíèìîé äîáàâêå ê ýíåðãèè îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ (äëÿ ïðîñòîòû ïðåíåáðåãàåì ìàëîé ïîïðàâêîé ïîðÿäêà (∆k′′)2 ê äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè
âîëíîâîãî âåêòîðà è ñîîòâåòñòâåííî ýíåðãèè ñîñòîÿíèé)

E =
h̄2

2m
k2 ' h̄2

2m
(k0 − i∆k′′)2 ' h̄2

2m
k2
0 − 2i

h̄2

2m
k0∆k′′,

E′′ =
h̄2

m
k0∆k′′ =

4h̄2

m

k3
0κ

3
0

(k2
0 + κ2

0)
2

e−2κ0w

(1 + κ0r1)
. (2.14)

Êàê è ðàíåå, ââåäåì êîíñòàíòó ðàñïàäà λ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ E′′ = h̄λ/2

λ =
8h̄k0

m

k2
0κ

3
0

(k2
0 + κ2

0)
2

e−2κ0w

(1 + κ0r1)
.

Åñëè áàðüåð âûñîêèé (κ0r1 À 1), òî

λ ' 8h̄k0

mr1

k2
0κ

2
0

(k2
0 + κ2

0)
2 e−2κ0w. (2.15)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå (2.15) ñ âûðàæåíèåì äëÿ ïðîíèöàåìîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà â ïðåäåëå
áàðüåðà ñ ìàëîé ïðîçðà÷íîñòüþ (1.18)

t ' 16k1κ
2
2k3

(k2
1 + κ2

2)(κ
2
2 + k2

3)
e−2κ2w2 , (2.16)

êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå (k1 = k3 = k0, κ2 = κ0) ïåðåõîäèò

t0 ' 16k2
0κ

2
0

(k2
0 + κ2

0)2
e−2κ0w. (2.17)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòà ðàñïàäà îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû v0 = h̄k0/m íà ðåçîíàíñíîì
óðîâíå è ïðîíèöàåìîñòüþ áàðüåðà t0 íà ýòîì óðîâíå

λ =
v0

2r1
× t0.
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Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå 2r1/v0 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òèïè÷íîì âðåìåíè τ0, ïðîâîäèìîé ÷àñòèöåé
â ÿìå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè ñî ñòåíêàìè:

λ =
1
τ
× t0 |Ψ(r, t)|2 = |ψ(r)|2 exp(−t0 × t/τ0). (2.18)

Ýòè ôîðìóëû èìååò î÷åíü ïðîñòîå è íàãëÿäíîå òîëêîâàíèå. Ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíîãî
ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷àñòîòå óäàðîâ ÷àñòèöû î ñòåíêè (÷àñòîòà ïîïûòîê, attempt
frequency), ïîìíîæåííîé íà ôóíêöèþ îò ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà.

2.2.3. Àëüôà-ðàñïàä. Ôîðìóëà Ãàìîâà
Àëüôà-ðàñïàäîì íàçûâàåòñÿ âèä ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà ÿäðà, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò èñïóñêàíèå

èîíèçèðîâàííîãî ÿäðà àòîìà ãåëèÿ (α-÷àñòèöû, 4
2He). Àëüôà-ðàñïàä îáû÷íî ïðîèñõîäèò â òÿæåëûõ ÿäðàõ,

ãäå âåëèêî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå îòòàëêèâàíèå ìåæäó ïðîòîíàìè.† Äåéñòâèòåëüíî, íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ
íóêëîíû óäåðæèâàþòñÿ â ÿäðå çà ñ÷åò ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðîå áûñòðî ñïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîòîíàìè. Â òî æå âðåìÿ êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî,
äàëüíîäåéñòâóþùèì, è ïîòîìó ñïîñîáñòâóåò ðàñïàäó òÿæåëîãî ÿäðà. Òàêèì îáðàçîì, àëüôà-ðàñïàä åñòü
òóííåëüíûé ïåðåõîä ÷àñòèöû ÷åðåç êóëîíîâñêèé áàðüåð.

Äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðîñòè àëüôà-ðàñïàäà âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,
ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïàäà êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîçðà÷íîñòüþ áàðüåðà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð

U(x) =

{
−U0 ïðè x < r0

A/x ïðè x > r0

ãäå A = (Z − 2)2e2, Z � çàðÿä ÿäðà. Ñîãëàñíî ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèþ, êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ðàâåí

t = exp


− 2

h̄

b∫

a

|p(x)|dx


 , (2.19)

ãäå a = r0 è b = A/E � êëàññè÷åñêèå òî÷êè ïîâîðîòà, |p(x)| = √
2m

√
U(x)− E. Òîãäà

t = exp


− 2

h̄

√
2m

A/E∫

r0

√
A

x
− E dx


 = exp


− 2

h̄

√
2mE

b∫

r0

√
b

x
− 1 dx


 . (2.20)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë †, ïîëó÷àåì
b∫

r0

√(
b

x
− 1

)
dx = b arccos

√
r0

b
− b

√
r0

b
− r2

0

b2
. (2.21)

t = exp

(
−2A

h̄

√
2m

E

{
arccos

√
Er0

A
−

√
Er0

A

(
1− Er0

A

)})
. (2.22)

Îöåíèì âðåìÿ æèçíè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ Er0/A ¿ 1,
ñîîòâåòñòâóþùåãî âûëåòó íèçêîýíåðãåòè÷íûõ àëüôà-÷àñòèö â òÿæåëûõ ÿäðàõ. Ïîñêîëüêó âðåìÿ æèçíè
êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà

t ' exp

(
−2A

h̄

√
2m

E
× π

2

)
, (2.23)

† Ïðèìåðû àëüôà-ðàñïàäà: 238
92 U→ 234

90 Th + α, 241
95 Am→ 237

93 Np + α, 226Ra→ 222Re + α.
† Ñëåäóþùèé íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ëåãêî ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = b cos2 u

∫ √(
b

x
− 1

)
dx = −b arccos

√
r

b
+ b

√
r

b
− r2

b2
.
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äëÿ êîíñòàíòû ðàñïàäà λ è äëÿ ïåðèîäà ïîëóðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî ÿäðà T1/2 = ln 2/λ ïîëó÷àåì

λ = Const · exp

(
−πA

h̄

√
2m

E

)
, T−1

1/2 = Const · exp

(
−πA

h̄

√
2m

E

)
, (2.24)

ln T1/2 = − lnConst +
π(Z − 2)2e2

h̄

√
2m

E
(2.25)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà, âûâåäåííàÿ Ã. Ãàìîâûì â 1928 ã., ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ
èñïîëüçîâàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè äëÿ çàäà÷ ÿäåðíîé ôèçèêè. Îíà êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî
îáúÿñíÿåò ðàíåå ýìïèðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïîëóðàñïàäà îò àòîìíîãî íîìåðà

ln T1/2 = −const1 + const2
Z√
E

, (2.26)

óñòàíîâëåííóþ â 1911 Ãåéãåðîì è Íàòòàëîì (Hans Geiger, John Mitchel Nuttal) äëÿ êîíñòàíòû ðàñïàäà

ln λ = −a1ZE−1/2 + a2, (2.27)

Ðèñ. 19. Àëüôà-ðàñïàä
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Çàäà÷è

Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ

Çàäà÷à 1 Ïîêàçàòü, ÷òî àìïëèòóäû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ψ(x) = a eikx + b e−ikx c ýíåðãèåé E â ïðèñóòñòâèå îäíîìåðíîãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî
ïîòåíöèàëà âèäà

Us(x) =

{
U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x > x1

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì
(

a1

b1

)
= T̂

(
a2

b2

)
,

T̂ =
1

2k1

(
(k1 + k2) ei(−k1+k2)x1 (k1 − k2) ei(−k1−k2)x1

(k1 − k2) ei( k1+k2)x1 (k1 + k2) ei( k1−k2)x1

)
,

ãäå k1 =
√

2m (E − U1)/h̄, k2 =
√

2m (E − U2)/h̄. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [1].

Çàäà÷à 2 Ïîêàçàòü, ÷òî àìïëèòóäû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ψ(x) = a eikx + b e−ikx c ýíåðãèåé E â ïðèñóòñòâèå îäíîìåðíîãî δ−îáðàçíîãî ïîòåíöèàëà
âèäà

Uδ(x) = Sδ(x1) +

{
U1 ïðè x < x1

U3 ïðè x > x1

ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì
(

a1

b1

)
= T̂

(
a2

b2

)
,

T̂ =
1

2k1

(
(k1 + k3 + is) ei(−k1+k3)x1 (k1 − k3 + is) ei(−k1−k3)x1

(k1 − k3 − is) ei( k1+k2)x1 (k1 + k3 − is) ei( k1−k3)x1

)
,

ãäå k1 =
√

2m (E − U1)/h̄, k3 =
√

2m (E − U2)/h̄, s = 2mS/h̄2.

Çàäà÷à 3 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû
äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëå Us(x) (ñì. çàäà÷ó 1).

Çàäà÷à 4 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëå Us(x) (ñì. çàäà÷ó 1) îò ýíåðãèè
íàëåòàþùåé âîëíû E äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèå ÷àñòèöû íà áàðüåð. Èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå
çàâèñèìîñòè ïðè E → U2 è E À U2. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [17].

Çàäà÷à 5 * Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëå Us(x) (ñì. çàäà÷ó 1) îò ýíåðãèè
íàëåòàþùåé âîëíû E è óãëà ïàäåíèÿ θ äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèå ÷àñòèöû íà áàðüåð.
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Çàäà÷à 6 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå Ub(x) ñëåäóþùåãî âèäà

Ub(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x > x2

îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà áàðüåð.
Èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ïðè E ¿ U2, E → U2 è E À U2 (U1 < U2). Çàäà÷à ÷àñòè÷íî
ðàññìîòðåíà â [1, 17].

Çàäà÷à 7 * Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå Ub(x) (ñì. çàäà÷ó 6) îò
ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E è óãëà ïàäåíèÿ θ äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ ÷àñòèöû íà áàðüåð.

Çàäà÷à 8 Äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà Uδ(x) (ñì. çàäà÷ó 2) ïîëó÷èòü ìàòðèöó ðàñïðîñòðàíåíèÿ èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ òðàíñôåð�ìàòðèöû ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà Ub ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì
U2 →∞, w = x2 − x1 → 0, S = U2 × w = const.

Çàäà÷à 9 Èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòèöû
íà ïîòåíöèàëüíîì áàðüåðå Uδ(x) (ñì. çàäà÷ó 2) îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E äëÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ
÷àñòèöû.

Çàäà÷à 10 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà òðàíñôåð�ìàòðèöû äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà U2δ(x)

ñëåäóþùåãî âèäà

U2δ(x) = S1δ(x1) + S2δ(x1 − a)

èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû E

(íîðìàëüíîå ïàäåíèå). Îáñóäèòü ýôôåêòèâíîñòü ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ îò îòíîøåíèÿ S1/S2. Çàäà÷à
ðàññìîòðåíà â [17].

Çàäà÷à 11 Äëÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû U2b(x) ñëåäóþùåãî âèäà

U2b(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x2 < x < x3

U4 ïðè x3 < x < x4

U5 ïðè x > x4

èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïðè îò ýíåðãèè íàëåòàþùåé âîëíû
E (íîðìàëüíîå ïàäåíèå). Êà÷åñòâåííî îáñóäèòü ýôôåêòèâíîñòü ðåçîíàíñíîãî ïðîõîæäåíèÿ îò îòíîøåíèÿ
U2/U4. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [1].

Çàäà÷à 12 Ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ äëÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû U2−b(x) (ñì.
çàäà÷ó 11) ïðè E ' En èìååò ëîðåíöåâñêèé âèä

t(E) =
Γ2

β2(E − En)2 + Γ2
,

ãäå En � óðîâíè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Îáñóäèòü çàâèñèìîñòü øèðèíû ëèíèè ðåçîíàíñíîãî
ïðîõîæäåíèÿ Γ îò ïàðàìåòðîâ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû.
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Çàäà÷à 13 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû îò ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà U(x). Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].

Çàäà÷à 14 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû îò òðåóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà U(x) = 0 ïðè x < 0 è U(x) = U0 − Fx ïðè x > 0.
Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18, 17].

Ñïåêòð ñòàöèîíàðíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé

Çàäà÷à 15 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â àñèììåòðè÷íîé îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé âûñîòû

Uw(x) =





U1 ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x2 < x < x3

Äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U1 = U3 èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêè U1 À U2 (ÿìà ñ
áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè) è U1 → U2 (ìåëêàÿ ÿìà). Çàäà÷à ÷àñòè÷íî ðàññìîòðåíà â [18, 17].

Çàäà÷à 16 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå âèäà Uδ = Sδ(x), S < 0. Çàäà÷à ÷àñòè÷íî ðàññìîòðåíà
â [17].

Çàäà÷à 17 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû â ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîì s−ñîñòîÿíèè, ëîêàëèçîâàííîé â ñôåðè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

Ur(x) =

{
U1 ïðè r < r1

U2 ïðè r > r1

Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [2].

Çàäà÷à 18 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð En

÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â òóííåëüíî�ñâÿçàííûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ

U2w(x) =





∞ ïðè x < x1

U2 ïðè x1 < x < x2

U3 ïðè x2 < x < x3

U4 ïðè x3 < x < x4

∞ ïðè x > x4

Îáñóäèòü âîïðîñ çàâèñèìîñòè ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé îò âûñîòû (U3) è øèðèíû (w3 = x3−x2) ðàçäåëÿþùåãî
áàðüåðà.

Çàäà÷à 19 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â
ïîòåíöèàëüíîé ÿìå U(x). Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].
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Çàäà÷à 20 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàññ÷èòàòü óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû â äâóõ òóííåëüíî�
ñâÿçàííûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].

Çàäà÷à 21 Îöåíèòü ïåðèîä îñöèëëÿöèé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â òóííåëüíî�ñâÿçàííûõ
ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [1].

Ðàñïàä êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé

Çàäà÷à 22 Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåì ñ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (ψ ∝ eikr/r ïðè
r →∞, k > 0) íåâîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [2].

Çàäà÷à 23 Äëÿ äâóõáàðüåðíîé ñòðóêòóðû U2b(x) (ñì. çàäà÷ó 11) îïðåäåëèòü ñïåêòð ñóùåñòâîâàíèÿ
êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è ñêîðîñòü ðàñïàäà òàêèõ ñîñòîÿíèé.

Çàäà÷à 24 Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèé
ñïåêòð En ÷àñòèöû â ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîì s−ñîñòîÿíèè, ëîêàëèçîâàííîé âíóòðè ñôåðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà

Ur(x) =





U1 ïðè r < r1

U2 ïðè r1 < r < r2

U3 ïðè r > r2

Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü ðàñïàäà òàêîãî êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [2].

Çàäà÷à 25 Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âû÷èñëèòü ïðîíèöàåìîñòü êóëîíîâñêîãî áàðüåðà U(x) =

−U0 ïðè x < x1 è U(x) = α/x ïðè x > x1. Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå îöåíèòü âåðîÿòíîñòü àëüôà-ðàñïàäà
àòîìà â îñíîâíîì s-ñîñòîÿíèè. Çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [18].
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